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Optimalumas

Tikslo funkcija

f (x), x = (x1, ..., xm). (1)

Globalus minimumas

f (xA) ≤ f (x) x ∈ A, (2)

arba

xA = arg min
A

f (x), (3)

kur A leistina sritis.

Lokalus minimumas

f (xε) ≤ f (x) x ∈ ε, (4)

kur ε taško xε aplinka.



Matematinis programavimas

Discretus programavimas
Kai xi diskretus.

Tiesinis programavimas
Kai

f (x) =

m∑
i=1

cixi, (5)

A :

m∑
i=1

aijxi ≥ bj, j = 1, ...,m, xi ≥ 0. (6)

Ǐskilas programavimas
Kai tikslo funkcija f (x) ir leistina aibė A yra abi ǐskilos.



Globalus ir lokalus minimumai. fig-1



Globalus ir lokalus minimumai

Lokalus minimumas x = 0.2,

globalus minimumas x = 0.66.

Funkcija daugia-ekstremali intervale [0.0,1.0],

tačiau, ǐskila intervaluose [0.0, 0.3] ir [0.6,0.8], bei uni-modali intervaluose

[0.0,0.48] ir [0.48,1.0].



Lošimu̧ ir rinkos teorijos modeliai

Pusiausvyros ieškojimas

Pusiausvyra tai sutartis kurios laužyti neverta.

Pavyzdžiai: konkurencijos, inspekcijos ir dvikovos modeliai.

Prognozė

Pavyzdžiai:

valiutu̧ ir akciju̧ kursai,

”call-center” užsakymai.

Optimalus investavimas

Pavyzdžiai:

Portfelio uždavinys bei optimalus draudimas.



Tvarkaraščiai, dinaminis programavimas

Tvarkaraščiu̧ optimizavimas
Pavyzdžiai:

siuvykla ir mokykla.

Nuoseklūs sprendimai
Pavyzdžiai:

jaunikio, kompiuterio,

bei automobilio issirinkimas.



Nash’o pusiausvyra

Severiu̧ konkurencija, Nash’o variantas

• Serverio i pelnas

ui = aiyi − xi, i = 1, ...,m, (7)
m∑

i=0

ai = a, (8)

kur a užsakymu̧ intensyvumas.

• Užsakymas renkasi serveri̧ i∗, jei

hi∗ ≤ hi, i = 0, ...,m, (9)

hi = yi + γi, γi = ni/xi. (10)

• yi aptarnavimo kaina, γi laukimo kaina.



Optimali sutartis

• Sutartis optimali, jei jos neapsimoka laužyti. Tegu sutartinis vektorius

(ȳi, x̄i). tada ”apgavystės” vektorius

( ¯̄yi, ¯̄xi) = arg max
(yi,xi)

ui(yi, xi, ȳj, x̄j, j 6= i), (11)

• Sutartis x = (ȳi, x̄i, i = 1, ...,m) optimali, kai

min
x

f (x) = 0, (12)

f (x) =

m∑
i=1

(( ¯̄yi − ȳi)
2 + ( ¯̄xi − x̄i)

2). (13)



Stabilios koalicijos

Koalicija stabili, jei neapsimoka ǐs jos pasitraukti, m = 3.

S1 ”koalicija” ǐs vieno serverio,

S2 koalicija ǐs dvieju̧ simetrǐsku̧ serveriu̧,

S3 monopolis.

Dalinant visu̧ koalicijos nariu̧

maksimalu̧ garantuota̧ pelna̧ po lygiai

ui(S3) = (ui + uj + uk)/3,

ui(S2) = (ui + uj)/2,

ui(S1) = ui.

Monopolis stabilus kai

ui(S3) ≥ max{ui(S2), ui(S1)}.
Laisva individuali konkurencija stabili kai

ui(S1) ≥ max{ui(S2), ui(S3)}.



Walras’o uždavinys

Serverio i pelnas

ui = aiyi + pi

∑
j 6=i

xji −
∑
j 6=i

pjxij, , i, j = 1, 2. (14)

(15)

Čia laukimo kaina

γi = ni/wi, (16)

wi = c0i(1− e−ciixii−cijxij), (17)

kur wi serverio i galingumas,

xii savi resursai, xij partnerio j resursai,

c resursu̧ efektyvumas.

Resursu̧ balanso sa̧lyga:

xii + xij = bi, i = 1, 2, (18)



kur bi serverio i resursas.



Inspektoriaus uždavinys

Inspektoriaus pelnas

u(i, j) =

{
pigiqj, if i = j,

0, if i 6= j
(19)

Brakonieriaus pelnas

v(i, j) =

{
−pigjqj + (1− pi)gjqj, if i = j

gjqj, if i 6= j
(20)

kur pi sugavimo tikimybė mǐske i, qi nušovimo tikimybė, gi ”briedžio” kaina.

Vidutiniai pelnai

U(x, y) =
∑
i,j

xiu(i, j)yj, (21)

V (x, y) =
∑
i,j

xiv(i, j)yj, (22)



xi, yi inspektoriaus ir brakonieriaus

tikimybės eiti i̧ ”mǐska̧” i.



Optimali inspekcija

Pelnu̧ suvienodinimas

m∑
j=1

u(i, j)y0
j = U, i = 1, ...,m

m∑
i=1

v(i, j)x0
i = V, j = 1, ...,m

m∑
i=1

xi = 1,

m∑
i=1

yi = 1 (23)

Jei sprendinys x, y tenkina sa̧lyga̧s

xi ≥ 0, yi ≥ 0, i = 1, ...,m,

tai jis nurodo optimalia̧ inspekcija̧.

Jei ne, tai tikrinam pusiausvyros sa̧lygas

visuose pelno lenteliu̧ langeliuose tikslu



surasti pusiausvyros situacija̧

grynu̧ strategiju̧ aibėje.



Inspekcijos pavyzdys

Tegu qi = gi = 1. Tada ǐs (19) ir (20)

u(i, j) =

{
pj, jei i = j

0, jei ne,
(24)

v(i, j) =

{
−pi + (1− pi), jei i = j

1, jei ne.
(25)

Ǐs čia ir (23)

pjyj = U, j = 1, ...,m (26)∑
i 6=j

xi + (1− 2pj)xj = V, j = 1, ...,m (27)∑
j

yj = 1,
∑

i

xi = 1, yj ≥ 0, xi ≥ 0



Kai m = 2 ǐs (26) (27)

y1 = x1 = p2/(p1 + p2), (28)

y2 = x2 = p1/(p1 + p2), (29)



Pavyzdžio sprendinys

u∗ = U = p1p2/(p1 + p2),

v∗ = V = p1 + p2 − 2p1p2/(p1 + p2). (30)

Kai p1 = 1/3, p2 = 2/3 gaunam

x1∗ = y∗1 = 2/3, x∗2 = y2∗ = 1/3u∗ = 2/9, v∗ = 5/9 Bendresniu atvėju

yi = xi =
∏
k 6=i

pk/(
∑

i

∏
k 6=i

pk), (31)

(32)

kur
∏

k 6=i pk tai sandauga visu̧ pk ǐskyrus pi.



Dvikova

Kaunasi du skraidantys objektai.

Ju̧ judesius aprašo dif-lygtys

dz(t)/dt = az(t), (33)

dw(τ )/dτ = bw(τ ), τ = 2− t, (34)

kuriu̧ sprendiniai

z(t) = z0e
at, w(τ ) = w0e

bτ . (35)

Pataikymo tikimybė

p(t) = 1− d(t)/D, (36)

kur d(t) atstumas tarp objektu̧ momentu t,

D maksimalus atstumas.



Optimali dvikova

Naudingumo funkcijos

U(t1, t2) =


p(t1)− (1− p(t1)), if t1 < t2,

−p(t2) + (1− p(t2)), if t2 < t1,

0, if t2 = t1,

V (t1, t2) =


p(t2)− (1− p(t2)), if t2 < t1,

−p(t1) + (1− p(t1)), if t1 < t2,

0, if t2 = t1.



Optimalios pradinės sa̧lygos

Simetrǐsku atvėju

optimalūs šovimo momentai kai

p(t1) = p(t2) = 0.5. (37)

Optimalius pradinius auksčius z0, w0 bei kilimo greičius a, b randam ǐs pu-

siausvyros sa̧lygu̧

naudodami mǐsrias strategijas

kurias nustatom tiesiniu programavimu.



Ekonominė dvikova

Dinaminė dvieju̧ severiu̧ konkurencija
Serveriu̧ pelno funkcijos

Ui(T ) =

∫ T

t0

ui(t)dt, (38)

ui(t) = ai(t)yi(t)− xi(t), (39)

kur

ui(t) serverio i pelnas momentu t,

a(t) =
∑

i ai(t) užsakymu̧ srautas.

Tegu aptarnavimo kaina yi(t) ir ǐslaidos xi(t)

dyi(t)/dt = ayi(t), dxi(t)/dt = bwi(t). (40)

Rasti pradines reikšmes yi(0), xi(0), bei kitimo greičius a, b,

nusakančias maksimalu̧ garantuota̧ pelna̧.



Severis i bankrutuoja momentu t∗, jei Ui(t
∗) < −U ∗.

Tada likȩs severis gauna monopolini̧ pelna̧.



Portfelio uždavinys

Figura 2: Naudingumo funkcija u(x).
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Loterija

Kapitalo 0 ≤ C ≤ 1 naudinguma̧ u(C)

nustatom pagal loterija̧

C ∼ {pA + (1− p)B}, (41)

kur

ǐslošimo C naudingumas u(C) = p,

p tikimybė ǐslošti viska A = 1,

1− p tikimybe nieko neǐslošti B = 0.

Ženklas ∼ nusako ”svyravimo tikimybȩ” p,

kada asmeniui neaǐsku kas geriau:

- ar ǐssaugoti turimc a kapitala̧ C,

- ar dalyvauti loterijoje tikintis ǐslošti A.



Laukiamas naudingumas

U(x) =

M∑
k=1

u(yk)p(yk) (42)

yk =
∑m

i=1 δicixi kapitalas kuri̧ gausim po metu̧,

u(yk) kapitalo yk naudingumas,

xi kapitalas i̧detas dabar i̧ banka̧ i,

ci = 1 + αi, αi banko i palūkanos,

δi = 1 jei bankas i nebankrutuoja,

δi = 0 jei bankas i bankrutuoja

p(yk) tikimybe, kad gausim kapitala̧ yk,

pavyzdžiui,

p(y1) = p1

∏
i 6=1(1− pi),

Čia y1 = c1x1,

pi tikimybė, kad bankas i nesubankrutuos.



Optimalus draudimas

Laukiamas naudingumas

U(x) =

M∑
k=1

u(yk)p(yk).

Čia p(yk) tikimybe, kad po metu̧ turėsim turta̧

yk =
∑m

i=1 ci(xi), u(yk) turto yk naudingumas.

ci(xi) =

{
zi − aixi, jei δi = 1

(1− ai)xi, jei δi = 0,
(43)

kur zi objekto i vertė ,

aixi objekto i draudimo mokestis,

xi ≤ zi objekto i draudimas.

δi = 0 jei objektas i žus,



δi = 1 jei nežus,

pi = P{δi = 1} tikimybė, kad objektas i nežus.



Optimalus draudimas - pavyzdys

p(y1) = p1

∏
i 6=1(1− pi),

y1 = c1(x1) +
∑m

i=2 ci(xi), kur

c1(x1) = z1 − a1x1, ci(xi) = (1− ai)xi, i = 2, ...,m.



Prognozė

ARMA modelis

Tai auto-regresijos slenkančio vidurkio

modelis

wt =

p∑
i=1

aiwt−i +

q∑
i=1

bjεt−j + εt. (44)

Pavyzdžiui ,

wt akciju̧ kursas rytoj

wt−1 akciju̧ kursas šiandien,

εt atsitiktinė paklaida rytoj,

ai, bj i̧takos koeficientai,



juos nustatom minimizuodami

f (x) =

T∑
t=1

ε2
t , (45)

kur x = (x1, ..., xp+q), xi = ai, i = 1, ..., p, xi = bi−p, i = p+1, ..., p+ q.



Akciju̧ biržos lošimas

Vienas akcinė bendrovė, du klientai i = 1, 2,

Momentu t klientas i perka viena̧ akcija, jei

z(t) ≤ zmin
i (t), (46)

kur

z(t) akciju̧ kursas laiku t,

zmin
i (t) pirkimo ”slenkstis”.

Momentu t klientas i parduoda akcija, jei

z(t) ≥ zmax
i (t), (47)

kur

zmax
i (t) pardavimo slenkstis.



Biržos modelis

Akciju̧ kursas momentu t + 1 nusakomas pagal

aukščiausisia̧ pirkimo kaina̧ momentu t

bei žemiausia̧ pardavimo kaina̧ momentu t:

z(t + 1) =


z(t) + ε(t + 1), zmin(t) < z(t) < zmax(t),

zmin(t) + ε(t + 1), z(t) ≤ zmin(t),

zmax(t) + ε(t + 1), z(t) ≥ zmax(t).

Čia

zmin(t) = max
i

zmin
i (t), (48)

zmax(t) = min
i

zmax
i (t). (49)



Laukiamas akcijos pelnas

Laukiamas santykinis akcijos pirkimo pelnas:

∆i(t + 1) =

(βi(t + 1) + δ(t + 1)− α(t + 1)) z(t). (50)

βi(t + 1) =
zi(t + 1)− z(t)

z(t)
, (51)

kur zi(t + 1) akciju̧ kursas

kurio tikisi klientas i laiku t + 1

δ(t + 1) =
d(t + 1)

z(t)
, (52)

kur d(t + 1) akcijos dividendai

α(t + 1) = a(t + 1)/z(t), (53)



kur a(t + 1) terminuoto indėlio palūkanos laiku t + 1.



Pirkimo-pardavimo slenkstis

Pirkimo slenkstis

zmin
i (t) = kbuy ∆i(t), kbuy > 1. (54)

Pardavimo slenkstis

zmax
i (t) = ksell ∆i(t), ksell < 1. (55)

Akciju̧ skaičius pas klienta̧ i laiku t

Ni(t + 1) =


Ni(t), if zmin

i (t) < z(t) < zmax
i (t),

Ni(t) + 1, if z(t) ≤ zmin
i (t),

Ni(t)− 1, if z(t) ≥ zmax
i (t)



Klientu̧ prognozės

Laukiamas kliento i pelnas laike T0 ≤ t ≤ T

ui(T, T0) =

Ni(T )zT −N(T0)zT0 −
T∑

t=T0

(Ni(t + 1)−Ni(t)) z(t).

Pelnas ui priklauso nuo prognozės βi(t+ 1) ir nuo atsitiktiniu̧ poveikiu̧ ε(t).

Jei klientas i naudoja AR modeli̧, kur ak = (ak
i , i = 1, ..., pi), tai

zi(t + 1) =

pi∑
k=1

ak
i zt−k + εi(t + 1). (56)

Modelis skirtas akciju̧ biržai modeliuot

bet ne akciju̧ kursui prognozuoti.



AR parametrai

Klientai savo AR modliu̧ paramerus nustato tradiciniu mažiausiu̧ kvadratu̧

mrtodu

ak = arg min
ak

t∑
s=t0

ε2
i (s), (57)

εi(s) = z(s)−
pi∑

k=1

ak
i z(s− k). (58)



Biržos Nash’o modelis

Ieškom tokiu̧ (p1, p2) kuriu̧ keisti neapsimoka.

Naudojam mǐsrias strategijas

xpi
, i = 1, 2, pi = 1, ..., Pi,

Pi∑
pi=1

xpi
= 1, (59)

0 ≤ xpi
≤ 1.

kur xpi
tai tikymybė, kad ”atsiminsim” pi ”dienu̧”.

”Apgavinis” vektorius:

x1
p1

= arg max
xp1

uK
1 (T0, T, xp1, x

0
p2

), (60)

x1
p2

= arg max
xp2

uK
1 (T0, T, x0

p1
, xp2) (61)

kur x0
pi
, i = 1, 2 sutartinis vektorius.



Nash’o pusiausvyra biržoje

Nash’o pusiausvyra:

(x∗p1
, x∗p2

) =

arg min
x0

p1 ,x0
p2 ,
||(x1

p1
, x1

p2
)− (x0

p1
, x0

p2
)||2 (62)

Minimizuojam stochastiniais globaliais metodais.

Jei minimumas didelis,

tikrinam pusiausvyros egzistavimo sa̧lygas

tirdami pelno funkciju̧ ǐskiluma̧.

Galutinis tikslas

-nustatyti optimalia̧ AR modelio ”atminti̧”.

Be to, i̧domu palyginti ARMA prognozes

naudojant biržos modeli̧ bei realius duomenis.



Masteliu̧ modelis

Zi = zp(i) sp(i). (63)

Zi = (zij, j = 1, ...,m) prognozuojamas valandinis grafikas dienai i,

zij vidutinė reikšmė dienos i valanda̧ j,

zp(i) vidutinė reikšmė diena p(i),

p(i) nurodo ta̧ diena̧ kuri buvo panaši i̧ diena̧ i.

Panašūs būna sekmadieniai, šeštadieniai,

darbo dienos ir pan.

Todel, kito sekmadienio grafikas bus tas pats,

tik mastelis bus kitas. Mastelis

sp(i) =
zi−1

zp(i−1)
. (64)

Çia zi−1 šios dienos vidurkis,

zp(i−1) panašios dienos vidurkis, kur p(i− 1) < p(i).



”Call Center” modelis

Užsakymu̧ generavimas
Fa(t) = P{τ < t}
tikimybė, kad laikas iki kito užsakymo τ

bus mažesnis už t,

a vidutinis užsakymu skaičius per valanda̧.

Puasono sraute

Fa(t) = 1− e−1/at, (65)

τ = −aln(1− ξ). (66)

kur ξ tolygiai pasiskirstȩs intervale [0,1].

Kai aptarnavimo laikas eksponentinis

Fx(t) = 1− e−1/xt, (67)

τ = −xln(1− ξ), (68)



kur x serverio galingumas (užs./val.)



Serveriu̧ skaičiaus optimizavimas

Puasono atvėju vidutinis laukimo laikas

γ =
a

mx(mx− a)
, (69)

x vieno serverio galingumas,

m serveriu̧ skaičius.

Bendros aptarnavimo ǐslaidos

c(a, m) = cmm + cγ(a)γ (70)

cm ǐslaidos vieno serverio ǐslaikymui,

cγ(a) laukimo laiko piniginis i̧vertinimas.

Optimalus serveriu̧ skaičius

m(a) = min
m

c(a, m). (71)

Optimizuojant m svarbu prognozuoti a.



Tvarkaraščiu̧ optimizavimas

Siuvyklos (”flow-shop”) uždavinys

Čia mašinu̧ eilės tvarka̧ nusako technologija,

pavyzdžiui: žirklės, adata, lygintuvas

Operaciju̧ laikai τij rodo kiek laiko reikia

atlikti darba̧ i su mašina j,

pavyzdžiui, τij sako

kiek laiko kerpam švarka̧ i su žirklėmis j

Optimizuojam darbu̧ trukme (”make-span”)

Jei darbu̧ nedaug, galim peržiūrėti visas

darbu̧ sekas, pavyzdžiui, 2, 1, 4, 6, 5, 3, 7

Jei daug, naudojam heuristinius metodus, t.y.

taikom ekspertines ǐsrinkimo taisykles,

bei optimizuojam ju̧ tikimybes,



efektyvumui padidinti.



Mokyklos tvarkaraščio optimizavimas

Čia darbai tai mokiniu̧ klasės,

mašinos tai disciplinos,

mašinu̧ eilės tvarka laisva,

resursai tai mokytojai ir specialūs kabinetai,

tikslas minimizuoti mokytoju̧ ”langus”,

mokiniu̧ langai neleistini.

Pradinis tvarkaraštis gerinamas

heuristiniais metodais:

jei atsitiktinis skaičius ξ < x, ξ ∈ [0, 1]

tai eilinio mokytojo langas keiciamas

i̧ ”patogia̧” pamoka̧

priešingu atvėju, mokytojas praleidžiamas,

Patogi yra pirma arba paskutinė pamoka.

Praleidimo tikimybė 1− x optimizuojama



efektyvumui padidinti.



Nuoseklūs sprendimai

”Vienkartinės” nuotakos uždavinys
Čia nuotaka teka tik viena̧ syki̧.

Galimu̧ jaunikiu̧ skaičius N .

Jaunikio gerumas ω.

Gerumu̧ pasiskirstymas Gauso

p(ω) =
1√

2πσ0

e
−1/2(

ω−α0
σ0

)2
, (72)

kur α0 vidutinis gerumas,

σ2
0 gerumo ǐssibarstymas.

Nuotakos i̧spudis s apie jaunikio geruma̧

taip pat Gauso

p(s|ω) =
1√
2πσ

e−1/2(s−ω
σ )2. (73)



kur σ nuotakos stebėjimo paklaida.



Gerumo i̧vertinimas kai i̧spudis s

Jaunikiu̧ geruma̧ ω kai i̧spudis s nusako Bayes’o formulė

p(ω|s) =
p(s|ω)p(ω)∫∞

−∞ p(s|ω)p(ω)dω
. (74)

Laukiamas jaunkio naudingumas kai i̧spudis s

u(s) =

∫ ∞

−∞
ωp(ω|s)dω, (75)

kur p(ω) tikmybinis tankis.

Kai gerumai bei i̧spudžiai diskretūs,

u(sj) =
∑

i

ωiP (ωi|sj), (76)



kur

P (ωi|sj) tikimybė, kad gerumas ω = ωi,

kai jaunikis daro i̧spudi̧ s = sj.



Nuotakos sprendimo funkcija

Laukiamas naudingumas kai peřsasi

paskutinis N -tasis jaunikis

uN(s) = u(s), (77)

nes tekėti būtina pagal uždavinio sa̧lygas.

Optimalus sprendimas dN−1(s), kai peřsasi

(N − 1)-as jaunikis, randamas pagal formules:

uN−1(s) = max
d

(du(s) + (1− d)uN), (78)

dN−1(s) = arg max
d

(du(s) + (1− d)uN). (79)

Analogiskai randam optimalu̧ sprendima̧

kai peřsasi (N − n)-tas jaunikis.

Taip gaunam nuotakos sprendimo funkcija̧



kuri nurodo kritinio i̧spudžio s priklausomybȩ

nuo jaunikio eilės numerio n.



”Daugkartinė” nuotaka

Nuotaka gali tekėti ir skirtis N kartu̧.

Jaunikio geruma̧ žymėsim ω.

Skaitysim, kad nuotaka ”aǐskairegė”, ω = s.

Turimo vyro geruma̧ žymėsim q.

Atsisakymo tekėti kaina̧ žymėsim c = τ − l,

τ laukimo nuostoliai,

l skirybu̧ kaina. Tada laukiamas naudingumas kai peřsasi

paskutinis N -tasis jaunikis

uN(ω, q) = max
d

(dω + (1− d)(qN − cN)). (80)



Priklausomybės

Optimalus sprendimas

priklauso nuo dvieju̧ kintamuju̧,

vyro gerumo qN ir jaunikio gerumo ωN :

d∗N =

{
1, if ωN > qN − cN ,

0, if ωN ≤ qN − cN

(81)



Maksimalus laukiamas naudingumas

Peřsasi (N − i)-as jaunikis
Maksimalus naudingumas priklauso nuo

dvieju parametru̧, q ir ω.

uN−i(ω, q) =

max
d

(dω + (1− d)(uN−i+1(qN−i+1)− cN−i)).

Čia uN−i+1(q) yra laukiamas naudingumas

(N − i + 1)-mais metais,

kai turimo vyro gerumas yra q.

uN−i+1(q) =∫ ∞

−∞
uN−i+1(ω, q)pN−i+1(ω)dω. (82)



Sprendimo funkcija

Kai peřsasi (N − i)-as jaunikis
pN−i+1(ω) tai gerumo tikimybiu̧

pasiskirstymas (N − i + 1)-mais metais.

qN−i+1 =

{
ωN−i, if qN−i+1 < q∗N−i,

qN−i, if qN−i+1 ≥ q∗N−i

q∗N−i gaunam ǐs lygties

ωN−i = uN−i+1(q
∗
N−i)− cN−i. (83)

Optimalus sprendinys (N − i)-ais metais

d∗N−i =

{
1, if ωN−i > uN−i+1(qN − i + 1)− cN−i,

0, if ωN−i ≤ uN−i+1(qN−i+1)− cN−i



Čia sprendimo funkcijos d∗N−i priklauso nuo dvieju̧ kintamuju̧ ω, q.

Tai sunkina skaičiavimus ir grafini̧ atvaizdavima̧



Dietos uždavinys

minx

m∑
i=1

(ci − si)xi + g(

m∑
i=1

ai1 − b1), (84)

su sa̧lyga, kad

m∑
i=1

aijxi ≥ bj, j = 1, ..., n (85)

xi ≥ 0, ı = 1, ...,m (86)

Pavyzdžiui,

c1 kilogramo duonos kaina,

a11 kaloriju kiekis kilograme duonos,

b1 reikalingas kaloriju̧ kiekis.

si skonio ’kaina’, g grožio ’kaina’



Naudojami simplekso arba

vidinio taško metodai.



Simplekso algoritmas

Pavyzdys:

minxz (87)

z = x1 − x3 (88)

x1 + x2 + x3 = 1, xi ≥ 0 (89)

Čia x2 bazinis kintamasis,

x1, x3 laisvi kintamieji. x1 = 1 yra bazinis sprendinys gautas kai

laisvi kintamieji x1 = x3 = 0, tada z = 0.

Ši sprendini̧ galima pagerinti didinant x3, nes c3 = −1 < 0.

Kitas bazinis sprendinys

x3 = 1, x1 = x2 = 0, kur z = −1, bus optimalus,

nes abieju̧ laisvu̧ kintamuju̧ ci neneigiami: c1 = 1, c2 = 0,

todel didinant x1, x2 nesumažinsi z.



Vagies uždavinys

Sveikaskaitinis programavimas (ILP)

max
x

m∑
i=1

cixi, (90)

su sa̧lyga, kad

m∑
i=1

gixi ≤ g, (91)

xi = {0, 1}. (92)

ci daikto i kaina, gi daikto i svoris,

g leistinas svoris.

xi = 1 daikta i imti, xi = 0, neimti

Kai m nedidelis,

naudojami šaku̧ ir ribu̧ metodai.



Kai m didelis,

naudojami heuristiniai metodai.



Šaku̧ ir ribu̧ metodas

Pavyzdys- vagies uždavinys:

max
x

m∑
i=1

cixi (93)

m∑
i=1

gixi ≤ g, xi = {0, 1}. (94)



Ribos gaunamos ǐs pagalbiniu̧ LP uždaviniu̧:

C1 = c1 + max
x

m∑
i=2

cixi (95)

g1 +

m∑
i=1

gixi ≤ g (96)

C0 = max
x

m∑
i=2

cixi (97)

m∑
i=2

gixi ≤ g (98)



Šaku̧ kirtimas

”Kertam” šaka̧ 0 (neimti 1-jo daikto) ,

jei C0 ≤ c1.

”Nekertam”,

jei C0 > c1.



Nepalankiausias atvėjas

Nepalankiusiu atvėju, kai

ci = c, gi = gi, i = 1, ...,m

nenukirsim nei vienos šakos

ir todėl, teks sulyginti visas

N = 2m

kombinaciju̧.

Atvėju, kai

hi = ci/gi = h, i = 1, ...,m

galim nukirsti viena̧-kita̧ šaka̧,

tačiau vis vien teks sulyginti beveik visas

N = 2m

kombinacijas.

Palankiu atvėju, kai hi skiriasi,

nukirsim daug šaku̧.



Heuristiniai metodai

max
x

m∑
i=1

cixi, (99)

m∑
i=1

gixi ≤ g, xi = {0, 1}. (100)

Čia heuristika

hi = ci/gi. (101)

”Gryna” heuristika kai imam daikta̧

i∗ = arg max
i

hi. (102)

Čia N ≤ m2 tačiau galim ”i̧strigti”. Todel naudojam ”mǐsrias” heuristikas.



Mǐsrios heuristikos

Pavyzdys- tas pats vagies uždavinys:

”Mǐsri” heuristika kai imam daikta i

su tikimybe ri.

Tradicinis būdas

ri = hi/
∑

j

hj. (103)

Bayes’o heuristinio algoritmo iliustracija:

r0
i = 1/m, (104)

r1
i = hi/

∑
j

hj, (105)

r∞i = 1, jei hi = max
j

hj. (106)



Heuristiku̧ ”mǐsinio” optimizavimas

Triju̧ heuristiku̧ ”mǐsini̧”

parenkam pagal ”loterija̧”

x = (x0, x1, x2),

kur

x0 tikimybė naudoti algoritma̧ (104),

x1 tikimybė naudoti algoritma̧ (105),

x2 tikimybė naudoti algoritma̧ (106).

Loterija̧ x optimizuojam Bayes’o metodu

taip, kad atlikus K iteraciju̧

gauti geriausia̧ rezultata̧.

Todėl tai vadinam Bayes’o heuristiniu metodu.

Kitas šio metodo pavyzdys

tai mokyklos tvarkaraštis, kur x tikimybė, kad eilinio mokytojo ”langai” bus

naikinami šioje iteracijoje.



Trečias pavyzdys- siuvyklos uždavinys

čia hi tai darbo i vykdymo laikas.



Optimizavimo sudėtingumas

Algoritmas polinominis, kai skaičiavimo laikas

T = CmK , K sveikas skaičius, m uždavionio sudėtingumas.

Diskrečiu atvėju, m kintamu̧ju̧ skaičius.

Tolydiniu atvėju, m garantuotas tikslumas, kai maksimali paklaida ε ≤ 2−m.

Algoritmas eksponentinis, kai skaičiavimo laikas

T ≥ C2m.

”Ribiniu” atvėju tai NP -pilna klasė.

Ši klasė pasižymi tuo, kad nėra i̧rodyta ar čia būtinai reikia eksponentinio

algoritmo,

ar užtenka ir polinominio.

Polinominio algoritmo NP -pilnai klasei

dar niekas nesugalvojo, nei̧rodyta, kad jo nėra.



Sudėtingumo pavyzdžiai

Uždaviniu̧ sudėtingumo pavyzdžiai:

Tiesinio programavimo- polinominiai.

Vagies ir siuvyklos - NP -pilni.

Daugelio kintamuju̧ globalinio optimizavimo bendru atvėju - eksponentiniai.

Čia skaičiavimo laikas

T ≥ C2mn,

kur m tikslumas, n kintamuju̧ skaičius.



Lokalus optimizavimas

Nusileidimo metodai
Tikslo funkcija f (x), x = (xi, i = 1, ...,m),

xn+1 = xn − αnsn. (107)

Žingsnio ilgis

αn = arg minαf (xn − αnsn). (108)

Čia sn žingsnio kryptis, n žingsnio numeris.

Metodas gradientinis, kai

sn = grad f (xn), (109)

kur gradientas

grad f(xn) = (
∂f (xn)

∂xi
, i = 1, ...,m). (110)



Newton’o metodas

Metodas Newton’o, kai

sn = H−1
n grad f (xn), (111)

kur Hessian’as

Hn = (
∂2f (xn)

∂xi ∂xj
, i, j = 1, ...,m). (112)



Kvazi-Newton’o metodas

Metodas kvazi-Newton’o, kai

H−1
n ≈ Gn, (113)

kur

Gn+1 = Gn −
(Gnγn)(Gnγn)T

γT
n Gnγn

+
δn δT

n

δT
n γn

. (114)

Čia T transponavimo ženklas,

γn = grad f(xn)− grad f(xn−1), (115)

δn = xn − xn−1, (116)

G0 = I. (117)



Lokalus konvergavimas

Gradientinis konverguoja, kai f (x) diferencijuojama ir ǐskila

||xn − x∗|| → 0. (118)

Newton’o ir Kvazi-Newton’o konverguoja greitai, kai f (x) du kartus difer-

encijuojama ir ǐskila.

||xn − x∗||
||xn−1 − x∗||

→ 0, (119)

kur x∗ optimumas.

Newton’o metodo trukumas-

reikia surasti atvitkštini̧ Hessiana̧ H−1
n . Todėl, Newton’o metodas nedirba

kai det Hn = 0.

Šio trukumo neturi kvazi-Newton’o metodas.



Optimizavimas su ribojimais

max
x

f0(x), (120)

fj(x) ≤ cj, j = 1, ..., n. (121)

Baudu̧ metodas

max
x

{f0(x)−
∑

j

bj(fj(x)− cj)
2}, (122)

kur baudos

bj =

{
b, jei fj(x) > 0,

0, jei fj(x) ≤ 0
(123)

Trukumas-neaiskus baudos b dydis:

kai b mažas- bus pažeisti ribojimai,

kai b didelis- gali būti perpildymu̧.



Lagranžo daugikliai

Uždavinys (120)(121) keičiamas uždaviniu

min
λ>0

max
x

{f0(x)−
∑

j

λj (fj(x)− cj)}. (124)

Ekonominė interpretacija:

f (x) pelnas,

x technologija,

cj resursas j,

λj resurso j kaina,

sa̧lyga minλ>0 reǐskia, kad resurso cj savininkas

nustato kainas λj tokias

kurios maksimizuoja jo pelna̧,

sa̧lyga maxx reǐskia, kad i̧monės f (x) savininkas

renkasi tokia̧ technologija̧ x

kuri maksimizuoja jo pelna̧, esant kainoms λ.



Globalus optimizavimas

Tolygus tinklelis

rn = max
x

min
i
||x− xi||. (125)

Tinklelis x(n) = (xi, i = 1, ..., n) tuo geresnis, kuo didžiausia ”skylė” rn

mažesnė

Rn = arg min
x(n)

rn. (126)

Toks tinklelis minimizuoja maksimalia̧ paklaida̧ optimizuojant Lif̌sico funkci-

jas

||f (xi)− f (xj)||
||xi − xj||

≤ L < ∞, (127)

kur L Lif̌sico konstantė, ε ≤ LRn.

Kai x turi daug komponenčiu̧, naudojam aproksimacijas:



arba geresnȩ ”Lptau”, arba primityvia̧ ”Monte Carlo”, kai xi tikimybės vien-

odos.



Bayes’o metodai

Tolygūs tinkleliai minimizavo

maksimalia̧ paklaida̧,

todel reikalavo

T = C2mn

laiko,

kur n kintamu̧ju̧ skaičius,

m nurodo maksimalia̧ paklaida̧:

ε ≤ 2−m.

Tai labai brangu, kai m arba n dideli.

Tada naudojam Bayes’o metodus

kurie minimizuoja vidutinȩ paklaida̧,

duotam iteraciju̧ skaičiui.

Tam reikia parinkti statistini̧ funkcijos f (x) modeli̧.

Kai n = 1 patogus Wiener’io modelis.



Figura2: Wiener’io modelis



Wiener’io modelio optimizavimas

Sa̧lyginis vidurkis mn(x),

Sa̧lyginė dispersija dn(x),

Rizikos funkcija R(x),

Bayes’o metodas:

xn+1 = arg min
x

R(x). (128)



Rizikos funkcija

Wiener’io modelio rizikos funkcija

R(x) =

1√
(2πdn(x))

∫ +∞

−∞
min (cn, yx) e

− (yx−mn(x))2
dn(x) dyx

Čia

yx = f (x),

cn = mini f (xi)− ε, ε > 0.

Matom, kad

R(x) = cn, jei x = xi

nes

dn(xi) = 0.



Koordinatinis optimizavimas

Taikant Wiener’io modeli̧ kai m > 1, patogus koordinatinis otimizavimas

x1 = arg min
x1

f (x0) (129)

x2 = arg min
x2

f (x1) (130)

.......................................................

xm = arg min
xm

f (xm−1) (131)

.......................................................

Trukumas: rezultatas priklauso nuo x0.

Privalumas: patogi vizualizacija, nes projekcijos vaizdžios.

Metodas konverguoja, jei

f (x) =
∑

i

fi(xi). (132)



Daugiamatis Bayes’o metodas

xn+1 = arg min
x

R(x) (133)

R(x) = y0n −min
i

||x− xi||2

f (xi)− cn
, (134)

cn = min
i

f (xi)− ε. (135)

Kai n didelis

d∗/da = (
fa − f ∗ + ε

ε
)1/2

Čia

d∗ stebėjimu̧ tankis,

f ∗ funkcijos f (x) vidurkis

(abu globalaus optimumo x∗ aplinkoje)

dA vidutinis stebėjimu̧ tankis,

fA funkcijos f (x) vidurkis (abu visoje srityje A).



Vektorinis optimizavimas

Maksimizuojam vektorinȩ tikslo funkcija

f (x) = (fi(x), i = 1, ...,m). (136)

Pareto optimumas tai aibė X∗.

x∗ ∈ X∗, jei neatsiras tokio x, kad

fi(x) ≥ fi(x
∗), ∀i (137)

fj(x) > fj(x
∗), ∃j (138)



Vektorinio optimizavimo metodai

Pilnas perrinkimas Tinka kai x reikšmiu̧ skaičius nedidelis Skaliarizacija

x(c) = arg max
x

∑
i

cifi(x) (139)

ci > 0 (140)

Čia x(c) ∈ X∗

Ribojimai

x(b) = arg max
x

f1(x) (141)

fi(x) ≥ bi, i = 2, ...,m (142)

Čia x(b) ∈ X∗, jei x(b) vienintėlis.



Simulated Annealing (SA)

SA yra labai paplitȩs

globalinio optimizavimo metodas. Žymėsim

hj = f (xj)− f (xj−1), (143)

jei hj ≥ 0, tai parenkamas xj

jei hj < 0, tai xj parenkamas su tikimybe

rj =

e
hj

x/ ln(1+N) , if hj < 0,

1, otherwise
(144)

SA mėgstamas dėl jo paprasumo

ir dėl gero teorinio pagrindimo

SA praktini efektyvuma̧ galima padidinti,

optimizuojant x, pavyzdžiui, Bayes’o metodu



Lentpjuvės uždavinys

Reikia minimizuoti atliekas

ǐspjaunant i = 1, ...,m lentu̧,

turint j = 1, ..., n rastu̧.

Visu̧ ju̧ dydžiai žinomi.

Žymėsim hij prioriteto taisyklȩ

siūlančia̧ pjauti lenta̧ i is rasto j.

Pagrindinis sunkumas

tai sugalvoti gera̧ heuristika̧ hij.

Toliau kaip vagies uždaviny (93)-(100).

Pagrindiniai skirtumai:

- ten heuristikos hi daiktams, kuriu̧

vertȩ maksimizuojam, laikantis svorio ribojimo,

- čia heuristikos hij poroms lenta-rastas,

minimizuojam atliekas laikantis ribojimo,



kad lentos tilptu̧ rastuose.



Lentpjuvės uždavinio formulavimas

min
y

v(y), y = (yijk), (145)

i = 1, ...,m, j = 1, ..., n, k = 1, ..., K,

aiyijk ≤ dijk.

v(y) yra atliekos, jos nustatomos kaip

skerspjuviu̧ skirtumas tarp ǐspjautyu̧ lentu̧

ir panaudotu̧ rastu̧.

ai yra lentos i storis.

dijk yra rasto j storis ten kur lenta i

padėta vietoje k,

žiur. figura ”Ǐstisinis sastatas”.

yijk =

{
1, jei i ∈ (j, k),

0, jei ne
(146)



kur i yra lentos numeris. j yra rasto numeris. k nurodo i lentos vieta̧ raste

j. i ∈ (j, k) reǐskia, kad lenta i yra raste j vietoje k.



Figura 3: Ǐstisinis sa̧statas



Figura 4: Segmentinis sa̧statas



Traukiniu̧ formavimas

Minimizuoti traukiniu̧ skaičiu̧ n = n(y),

tikslu ǐsvežti m vagonu̧ ǐs prekiu̧ stoties.

min
y

n(y), (147)

m∑
i=1

aiyij ≤ Aj, (148)

m∑
i=1

biyij ≤ Bj. (149)

yij =

{
1, jei i ∈ j,

0, jei ne.
(150)

ai yra vagono i svoris.

Aj yra leistinas traukinio j svoris.



bi yra vagono i ilgis.

Bj yra leistinas traukinio j ilgis.

i ∈ j reǐskia, kad vagonas i yra traukiny j.



Lošimu̧ teorija ir pavyzdžiai

Tai tȩsinys optimizavimo metodu̧ kurso.

Optimizavimo kurse lošimu̧ teorijos

uždavinius nagrinėjom be teoriniu̧

pagrindu̧, tik kaip optimizavimo

taikymo pavyzdžius.

Lošimu̧ teorijos kurse bus teorija

šiems uždaviniams pagristi.

Be to bus nauju̧ lošimu̧ bei rinkos

teorijos uždaviniu̧.

Namu̧ darbai bus arba tobulinimas

optimizavimo pavyzdžiu̧,

arba sprendimas nauju̧ uždaviniu̧.



Paprasčiausias lošimas

Tai du lošėjai, du ėjimai.

Pirmojo ǐslošimas

u(i, j) =

∣∣∣∣∣ 1 −1

−1 1

∣∣∣∣∣ (151)

kur i = 1, 2 yra 1-jo ėjimas,

j = 1, 2 yra 2-jo ėjimas.

Antrojo ǐslošimas priesingas

v(i, j) =

∣∣∣∣∣ −1 1

1 −1

∣∣∣∣∣ (152)

Tai antagonistinis lošimas:

ka̧ vienas ǐslošia, kitas pralošia.

Lošimui aprašyti užtenka



vienos matricos u(i, j).

Todėl tai matricinis lošimas.



Grynos ir mǐsrios strategijos

Gryna strategija, kai ėjimai daromi

nenaudojant randomizacijos (lietuvǐskai ”burtu̧”).

Mǐsri strategija, kai ėjimai daromi burtu keliu,

pagal lošėju̧ nustatytas tikimybes.

Čia svarbu vidutinis ǐslošimas

U(x, y) = x1y1 − x1y2 − x2y1 + x2y2

V (x, y) = −x1y1 + x1y2 + x2y1 − x2y2 (153)

kur

0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2 tai tikimybės, kad 1-sis

lošėjas darys ėjima̧ i,

analogǐskai yi



Ǐs čia

U(x, y) = 4x1y1 − 2x1 − 2y1 + 1

V (x, y) = −4x1y1 + 2x1 + 2y1 − 1 (154)



Pusiausvyros strategijos

Tai tokios strategijos,

kuriu̧ neapsimoka keisti.

Grynu̧ strategiju̧ aibėje to nėra.

Vieninelė pusiausvyros strategija mǐsri

xi = yi = 0.5 (155)

U(x1 = 1/2, y1 = 1/2) = 0,

V (x1 = 1/2, y1 = 1/2) = 0 (156)

x2 = 1− x1, y2 = 1− y1

nes čia

U(x1 = 1/2 + ε, y1 = 1/2) < 0,

V (x1 = 1/2, y1 = 1/2 + ε) < 0, (157)

jei ε 6= 0.



Bimatricinis lošimas

Čia u(i, j) 6= −v(i, j), pavyzdžiui

u(i, j) =

∣∣∣∣∣ 1 −1

−1 1

∣∣∣∣∣ (158)

v(i, j) =

∣∣∣∣∣ −1 1

1 0

∣∣∣∣∣ (159)



Bimatricinio lošimo strategijos

Vidutinis ǐslošimas

U(x, y) = x1y1 − x1y2 − x2y1 + x2y2,

V (x, y) = −x1y1 + x1y2 + x2y1, (160)

arba

U(x, y) = 4x1y1 − 2x1 − 2y1 + 1,

V (x, y) = −3x1y1 + x1 + y1. (161)



Pusiausvyros strategijos

Pusiausvyros strategijos

y1 = y2 = 1/2, (162)

x1 = 1/3, x2 = 2/3, (163)

u∗ = U(x1 = 1/3, y1 = 1/2) = 0, (164)

v∗ = V (x1 = 1/3, y1 = 1/2) = 1/3, (165)

nes

U(x1 = 1/3 + ε, y1 = 1/2) < 0, (166)

V (x1 = 1/3, y1 = 1/2 + ε) < 0, (167)

jei ε 6= 0.



Nejautrus apgavystei algoritmas

Žymesim

U(1, y) = y1 − y2, (168)

U(2, y) = −y1 + y2, (169)

V (x, 1) = −x1 + x2, (170)

V (x, 2) = x1, (171)

kur U(1, y) tai vidutinis 1-jo ǐslošimas

naudojant ėjima̧ i=1, kai 2-sis eina

pagal tikimybes y, kitoms eilutėms panašiai.



Strategijos x, y nejautrios apgavystei, jei

U(1, y) = U, (172)

U(2, y) = U,

V (x, 1) = V,

V (x, 2) = V.

(173)



Sprendimo būdai

Sprendžinat (23) galim naudoti

standartinius tiesiniu̧ lygčiu̧ sprendimo algoritmus.

Tačiau, kadangi čia yra nelygybiu̧

0 ≤ xi ≤ 1, 0 ≤ yi ≤ 1, x1 +x2 = 1, y1 +y2 = 1, tai patogu naudoti tiesini̧

programavima̧,

smulkiau aprašyta̧ inspektoriaus uždavinyje.



Grynu̧ strategiju̧ pusiausvyra

Jei V (x, 1) < V (x, 2), nepriklausomai nuo tikimybiu̧ x, tai 2-sis naudos

gryna̧ strategija̧ j = 2, pavyzdžiui

u(i, j) =

∣∣∣∣∣ 1 −1

−1 1

∣∣∣∣∣ (174)

v(i, j) =

∣∣∣∣∣ −1 1

1 2

∣∣∣∣∣ (175)

Pusiausvyra bus kai i = 2, j = 2, tada ǐslošimai u(2, 2) = 1, v(2, 2) = 2.

Tiesinio programavimo uždavinys (23) šiuo atvėju sprendinio neturi. Todėl,

algoritma̧ (23) reikia papildyti grynu̧ startegiju̧ perrinkimo bei kvadratinio

eliminavimo algoritmais.



Sandėris

Jei lošimas neantagonistinis v(i, j) 6= −u(i, j), tai galimas sandėris.

Pavyzdžiui, inspektorius ir brakonierius gali susitarti pasidalinti briedi̧.

Tačiau, neaǐsku kaip pasidalinti. Atsakyma̧ duoda Nash’o sandėris.

Sandėris priklauso nuo leistinu̧ dalybu̧ aibės D,

bei nuo to ka lošėjai gautu̧, jei nesusitartu̧

u∗ = maxx minyU(x, y),

v∗ = maxx minyV (x, y). (176)

u∗ 1-jo lošėjo maksimalus garantuotas ǐslošimas, o v∗ - 2-jo. Sudarius

sandėri̧ (ū, v̄), 1-sis gauna ū, 2-sis v̄. Sandėris (ū, v̄) vienareikšmis, jei

tenkinamos kelios gana priimtinos sa̧lygos.



Nash’o aksiomos

1. (ū, v̄) ≥ (u∗, v∗),

2. (ū, v̄) ∈ D,

3. jei (u, v) ∈ D ir (u, v) ≥ (ū, v̄),

tai (u, v) = (ū, v̄),

4. jei (ū, v̄) ∈ T ⊂ D ir (ū, v̄) = φ(D, u∗, v∗), tai (ū, v̄) = φ(T, u∗, v∗),

5. tegu aibȩ D′ gaunam ǐs D taip

u′ = a1u+ b1, v′ = a2v + b2, tada, ǐs φ(D, u∗, v∗) = (ū, v̄) seks, kad

φ(D′, a1u + b1, a2v + b2) = (a1u + b, a2v + b2),

6. jei (u, v) ∈ D ⇔ (v, u) ∈ D, u∗ = v∗ ir φ(D, u∗, v∗) = (ū, v̄), tai

ū = v̄.



Sandėrio funkcija

Galiojant Nash’o aksiomoms

egzistuos vienintelė sandėrio funkcija

φ(D, u∗, v∗) = (ū, v̄)

Jei atsiras tokia pora (u, v) ∈ D, kad u > u∗, v > v∗, tai sandėris

(ū, v̄) = arg maxu,v(u− u∗)(v − v∗), (177)

kur

(u, v) ∈ D, u ≥ u∗, v ≥ v∗ (178)

Parastai bendras ǐslošimas yra ribotas, tada

D = {(u, v) : u + v ≤ c}. (179)



Čia sandėris

(ū, v̄) =

((c + u∗ − v∗)/2, (c + v∗ − u∗)/2) (180)



Sandėrio pavyzdys 1

Tai bimatricinis lošimas ( 158)(159),

kur (u∗, v∗) = (0, 1/3).

Čia bendras ǐslošimas u + v neribotas,

todėl, ǐs (177),(164),(165),

sandėris (ū, v̄) = (1, 1).

Kai bendras ǐslošimas ribotas, u + v ≤ c = 1,

sandėris bus kitas.

Ǐs (180) sandėris (ū, v̄) = (1/3, 2/3).

Kai bendras ǐslošimas dar mažesnis, c = 1/3,

tai sanderyje (ū, v̄) = (0, 1/3)

1-sis nieko negaus, todėl jame nedalyvaus,

nes lošdamas gaus nemažiau,

kadangi u∗ = ū.



Sandėrio pavyzdys 2, inspektorius

Inspektoriaus sandėris su brakonierium.

Lošima̧ aprašo ( 158)( 159).

Čia bendras ǐslošimas c = 1.

garantuoti ǐslošimai

u∗ = 2/9, v∗ = 5/9.

Ǐs (180), sandėris

(ū, v̄) = (1/3, 2/3).

Šis sandėris i̧vyks, nes

(1/3, 2/3) > (2/9, 5/9)

Sandėrio nebus, jei laukiama bauda

inspektoriui už sandėri̧

B > ū− u∗ = 1/9.

Čia B = pb b, kur pb tai baudos b tikimybė.



Kai bauda b = 1 lygi briedžio kainai,

baudos tikimybė pb > 1/9.



Sandėrio pavyzdys 3, streikas

I̧monės šeimininku̧ strategija x ∈ [0, a],

tai mokėti atlyginima̧ x, kur a i̧monės pajamos.

Darbininku̧ strategijos

y =

{
0, streikuoti

1, dirbti
(181)

Šeimininku̧ ǐslošimas

u(x, y) =

{
a− x, jei y = 1

−x, jei ne.
(182)



Darbininku̧ ǐslošimas

Darbininku̧ ǐslošimas

v(x, y) =

{
x, jei x > 0

−b, jei x = 0.
(183)

Čia garantuoti ǐslošimai u∗ = 0, v∗ = −b,

kur b darbininku̧ nuostoliai nieko neuždirbant,

Čia bendras ǐslosimas c = a.

Tegu b < a, tada ǐs (180) sandėris

(ū, v̄) = ((a + b)/2, (a− b)/2). (184)



Pusiausvyros apibrėžimas

Yra m lošėju̧. Jie naudoja strategijas yj, j = 1, ...,m. Lošėjo i vidutinis

ǐslošimas

ui = ui(yj, j = 1, ...,m), i = 1, ...,m

priklauso ir nuo to ka̧ daro kiti.

Pradinȩ srategija̧ žymėsim y0 = (y0
j , j = 1, ...,m). Vadinsim ja̧ sutartine.

Skaitysim, kad individualūs lošėjai pakeis savo sutartines strategijas, jei tai

padidins ju̧ ǐslošima̧. Taip gausim ”apgavystės” strategijas

y1
j = arg maxyj

uj(y
0
1, ..., yj, ..., y

0
m), (185)

j = 1..., m

Nash’o pusiausvyra tai tokia strategija, kurios neapsimokės keisti nei vienam

lošėjui. Taip bus jei

y1
j = y0

j , j = 1, ...m (186)

Keliu̧ lošėju̧ kooperavima̧ aptarsim kalbėdami apie koalicijas.



Pusiausvyros sa̧lygos

Pusiausvyra nevisada egzistuoja.

Pusiausvyra egzistuos, jei islošimo funkcijos U(x, y), V (x, y) ir strategiju̧

aibės x ∈ X, y ∈ Y bus ǐskilos.

Funkcija f (x) bus ǐskila, jei tiesės jungiančios poras f (x1), f(x2) ∈ X bus

žemiau f (x), x ∈ X.

Aibė X bus ǐskila, jei tiesės jungiančios tašku̧ poras x1, x2 priklausys aibei

X.

Funkcijos ǐskiluma iliustruoja Figura 1 ”Globalus ir lokalus minimumai”

(minimizuojant funkcijos ǐskilumas dažnai suprantamas ”atvirkščiai”).

Paprasto lošimo pvyzdy grynu̧ strategiju̧ aibė neǐskila, todėl ir pusiausvyros

nėra. Mǐsriu̧ strategiju̧ aibė ǐskila, tai užtikrina pusiausvyros egzistavima̧.

Iliustracijos Walras’o uždaviny.



Susitraukiantis operatorius

Salygos (185) nusako operatoriu̧ T

zn+1 = T (zn) (187)

kuris transformuoja vektoriu̧ zn = (yn
j , j = 1, ...,m) kita̧ vektoriu̧ zn+1.

Operatorius T susitraukiantis kai

||T (zn+1)− T (zn)||
||zn+1 − zn||

≤ ρ < 1 (188)

Pusiausvyra stabili jei T susitraukiantis, jei ne, tai neaǐsku.



Figura 5: Nejudantis taškas



Figura 6: Nėra nejudančio taško



Figura 7: Daug nejudančiu̧ tašku̧



Figura 8: Stabilus nejudantis taškas



Figura 9: Nestabilus nejudantis taškas



Figura 10: Nejudantis taškas egzistuoja



Kooperatinai lošimai

Kai lošėju̧ skaičius m > 2,

svarbia̧ rolȩ i̧gyja koalicijos.

Ypač reikšmingas ju̧ stabilumas.

Triju̧ serveriu̧ pavyzdys yra skaidrėje

”Stabilios koalicijos”.

Programǐskai jis dar nerealizuotas.

Koalicju̧ stabiluma̧ apsprendžia tai

ar daugiau gausim lošdami kartu, ar atskirai.

O tai ka gausim, priklauso

ir nuo bendro koalicijos ǐslošimo

ir nuo šio ǐslošimo dalybu̧.

Garantuota̧ koalicijos ǐslošima̧ nurodo

charakteringa funkcija.



Teorinis dalybu̧ pagrindas tai dominavimo sa̧voka.



Charakteringa funkcija

S tai visu̧ lošėju̧ aibė.

s ⊂ S tai koalicija.

Maksimalus garantuotas koalicijos s ǐslošimas

v(s) = maxx miny us(x, y). (189)

Čia x = x(s), koalicijos s strategija,

y = y(S \ s), likusiu̧ lošėju̧ koalicijos strategija,

v(s), charakteringa funkcija.

Lošimas v su pastovia suma, jei

v(s) + v(S \ s) = v(S). (190)

Lošimas esminis, jei ∑
i∈S

v(i) < v(S). (191)



Kooperatinio lošimo pavyzdys 1

Trys berniukai

Čia trys lošėjai i = 1, 2, 3. Indeksai j žymi koalicijas sj, kur s1 = {1, 2},
s2 = {1, 3}, s3 = {2, 3}. Koaliciju̧ sj ǐslošimai bei ju̧ dalybos lošėjams i

u(i, j) =

∣∣∣∣∣
1 1 −2

1 −2 1

−2 1 1

∣∣∣∣∣ (192)

Lošimo charakteringa funkcija

v(s) =

{
2, jei—s—=2

−2, jei |s| = 1
(193)

Čia |s| koalicijos nariu̧ skaičius. Lošimas v su pastovia suma, nes

v(s) + v(S \ s) = v(S) = 0. (194)



Lošimas esminis, nes ∑
i∈S

v(i) = −6 < v(S) = 0. (195)



Kooperatinio lošimo pavyzdys 2

UAB
Čia keturi akcininkai i = 1, 2, 3, 4 ir visos ju̧ koalicijos, po viena̧, po du, po

tris ir visi keturi kartu. Akciju̧ kiekis gi atitinkamai 10, 20, 30, 40. Koalicija

sj ǐslošia, jei Gj > 50, kur Gj =
∑

i∈sj
gi. Lošimo charakteringa funkcija

v(sj) =

{
1, jei Gj > 50

0, jei Gj ≤ 50
(196)

Lošimas v su pastovia suma, nes

v(s) + v(S \ s) = v(S) = 0. (197)

Lošimas esminis, nes ∑
i∈S

v(i) = 0 < v(S) = 1. (198)



Dalybos

zi tai lošėjo i dalis dalybose z = (z1, ..., zm), Dalybos realios jei∑
i∈S

zi = v(S) (199)

zi ≥ v(i) (200)

Dalybos z dominuos dalybas w koalicijoje s

z �s w,

jei ∑
i∈s

zi ≤ v(s) (201)

zi > wi, i ∈ s (202)

Jei atsiras koalicija s kuriai galios (201)(202), tai rasysim, kad

z � w



Branduolys

Lošimo v branduoliu C(v)

vadinsime aibe visu̧ nedominuojamu̧ dalybu̧.

Branduolys užtikrina visu koaliciju stabiluma,

nes niekas nenorės pakeitimu.

Praktǐskai tai reǐskia

ekonomini̧ ir politini̧ stabiluma̧.

Dėja, branduolio nebus, C(v) = ∅,
kai lošimas esminis su pastovia suma∑

i∈S

v(i) < v(S),

v(s) + v(S \ s) = v(S).

Pavyzdžiuose 1 ir 2 branduolio nebus.

Nash’o uždaviny branduolys čia gali egzistuoti, nes tai nėra lošimas su pas-



tovia suma.

Kai bus programa, patikrinsim.



Shapley vektorius

Kai nėra branduolio, dalyboms naudoja Shapley vektoriu̧. Shapley dalybos

bus stabilios, jei visi lošėjai supras šias Shapley sa̧lygas ir su jomis sutiks.

Tegu

1.
∑

i∈s φi[s] = v(s),

kur φi[s] Shapley dalybos,

2. φπ(i)[πv] = φi[v], kur π lošėju̧ perstatymas,

3. φi[u + v] = φi[u] + φi[v], kur u ir v du lošimai.

Tada egzistuos vieninelė Shapley dalybu̧ funkcija

φi[v] =
∑

s⊂S, i∈s,

(|s| − 1)!(|S| − |s|)!/|S|!

(v(s)− v(s \ {i}), (203)



Matom, kad ”nenulinės” yra tik ”i̧domios”

lošėjui i koalicijo s, t.y. tos kurios su juo ǐslošia,

o be jo ne. Ju̧ aibes žymėsim Si.



Shapley dalybu̧ pavyzdžiai

Triju̧ berniuku̧ pavyzdys

S1 = {{s1, s2}, {s1, s3}, S2 = {s2, s3}, {s1, s2}, S3 = {s2, s3}, {s1, s3}}.
Ǐs (203)(193) Shapley dalybos

φi[v] = (2− 1)!(3− 2)!/3! +

(2− 1)!(3− 2)!/3! = 1/3. (204)



UAB pavyzdys

UAB pavyzdyje

S1 = {1, 2, 3}, S2 = {{1, 2, 3}, {2, 4}, {1, 2, 4}},
S3 = {{1, 2, 3}, {3, 4}, {1, 3, 4}},
S4 = {{2, 4}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}}.
Ǐ(203)(196)

φ1[v] = (2− 1)!(4− 1)!/4! = 1/12,

φ2[v] = 2(3− 1)!(4− 3)!/4! +

(2− 1)!(4− 2)!/4! = 3/12,

φ3[v] = 2(3− 1)!(4− 3)!/4! +

(2− 1)!(4− 2)!/4! = 3/12,

φ4[v] = 3(3− 1)!(4− 3)!/4! +

2(2− 1)!(4− 2)!/4! = 5/12.



Dalybu̧ stabilizacija

Stabilios tik branduolio dalybos,

nes kiekvienam aǐsku, kad ju̧ neapsimoka keisti. Shapley dalybos bus stabil-

ios

tik su papildoma sa̧lyga,

kad visi lošėjai numato partneriu̧ reakcija̧

ir jos pasėkas.

Butent tai i̧vertina Shapley aksiomos.

Dalybas galima stabilizuoti baudomis

arba premijomis.



Stabilizacijos pavyzdys 1

Triju̧ berniuku̧ lošime i̧vesim

”vienybės ” pemija̧: po vieneta̧ kievienam.

Tada, ǐslošimu̧ lentelėje (192) atsiras

ketvirtas stulpelis skirtas koalicijai s4 = {1, 2, 3}

u(i, j) =

∣∣∣∣∣
1 1 −2 1

1 −2 1 1

−2 1 1 1

∣∣∣∣∣. (205)

Lošimo charakteringa funkcija

v(s) =


2, jei |s| = 2

−2, jei |s| = 1

3, jei |s| = 3

(206)



Branduolys pavyzdyje 1

Triju̧ berniuku̧ lošime i̧vesim

Lošimas v ne su pastovia suma

v(s) + v(S \ s) 6= v(S) = 3, |s| < 3. (207)

Čia branduoli̧ C(v) = (1, 1, 1)

realizuoja koalicija s4 = {1, 2, 3}.



Stabilizacijos pavyzdys 2

UAB lošime i̧veskim bauda̧ −1

tai koalicijai, kurios nariai nesilaiko i̧statymu

numatytu̧ pelno dalybu̧

proporcingai akciju̧ skaičiui.

Lošimo charakteringa funkcija

v(sj) =


1, jei Gj > 50 ir zi ∈ Z, i ∈ sj

0, jei Gj > 50 ir zi∈̄Z, i ∈ sj

−1, jei Gj ≤ 50 ir zi∈̄Z, i ∈ sj

Čia Z proporcingos dalybos. Tada baranduoli̧ C(v) = (10, 20, 30, 40)

realizuoja koalicija s = {1, 2, 3, 4}.



AR-ABS modelis

Tai auto-regresijos modelis

wt =

p∑
i=1

aiwt−i + εt−j + εt, (208)

kur

wt prognozė rytoj

wt−1 ši diena,

εt atsitiktinė paklaida rytoj,

ai i̧takos koeficientai,

juos nustatom minimizuodami

f (x) =

T∑
t=1

|εt|. (209)



AR-ABS modelio sprendimas

Tinka tiesinis programavimas

min
a,u

T∑
t=1

ut

ut ≥ εt, t = 1, ..., T,

ut ≥ −εt t = 1, ..., T,

ai = a1
i − a2

i , ak
i ≥ 0, k = 1, 2, i = 1, ..., p.
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