J.Mockus

Konsultacijos:
jonas2@optimum?2.mii.lt
Mokymo priemoneés tai tinklapiai:
hitp : //soften.ktu.lt /"mockus
http : / /optimum?2.mii.lt /" jonas2
http : //eta.ktl.mii.lt/ mockus
hitp - /| /mockus.us/optimum

2004-04-01



Optimalumas

Tikslo funkcija

Globalus minimumas

flra) < flz) z € A,

arba
rA = arg Hl/{l’lf(l’),

kur A leistina sritis.

Lokalus minimumas

flae) < flz) z € e

kur € tasko z. aplinka.



Matematinis programavimas

Discretus programavimas
Kai z; diskretus.

Tiesinis programavimas
Kai

m

f(z) = Z Cii,

1=1

A Zaijxiij, jzl,...,m, JZ'ZZ 0.

1=1

ISkilas programavimas
Kai tikslo funkcija f(z) ir leistina aibé A yra abi i¥kilos.



Globalus ir lokalus minimumai. fig-1

log dl(.r4) —




Globalus ir lokalus minimumai

Lokalus minimumas x = 0.2,

globalus minimumas x = 0.66.

Funkcija daugia-ekstremali intervale [0.0,1.0],

tadiau, iskila intervaluose [0.0, 0.3] ir [0.6,0.8], bei uni-modali intervaluose

[0.0,0.48] ir [0.48,1.0].



LoSimu ir rinkos teorijos modeliai

Pusiausvyros ieskojimas

Pusiausvyra tai sutartis kurios lauZyti neverta.
Pavyzdziai: konkurencijos, inspekcijos ir dvikovos modeliai.

Prognoze

Pavyzdziai:
valiuty ir akciju kursai,
"call-center” uZsakymai.

Optimalus investavimas

Pavyzdziai:
Portfelio uzdavinys bei optimalus draudimas.



Tvarkarasciai, dinaminis programavimas

Tvarkaras¢iu optimizavimas
Pavyzdziai:
siuvykla ir mokykla.

Nuosekliis sprendimai
Pavyzdziai:

jaunikio, kompiuterio,

bei automobilio issirinkimas.



Nash’o pusiausvyra

Severiu konkurencija, Nash’o variantas

e Serverio ¢ pelnas

kur a uZsakymuy intensyvumas.

e UZsakymas renkasi serverj i, jei
hi* < hi, 1= 0, ceey MM,
hi = yi + i, i = ni/xi.

e y; aptarnavimo kaina, ~y; laukimo kaina.



Optimali sutartis

e Sutartis optimali, jei jos neapsimoka lauzyti. Tegu sutartinis vektorius
(U;, T;). tada "apgavystés” vektorius

(yi, ;) = arg (f;l% wi(Yi, Ti, Yj, Tj, J F 1), (11)

e Sutartis x = (y;, T;, © = 1,...,m) optimali, kai

min flz) =0, (12)

fz) = Z(@ —Gi) + (& — ). (13)



Stabilios koalicijos

Koalicija stabili, jei neapsimoka i$ jos pasitraukti, m = 3.
S1 "koalicija” i$ vieno serverio,

Sy koalicija i$ dvieju simetrisku serveriuy,
S3 monopolis.

Dalinant visu koalicijos nariy

maksimalu garantuota pelna po lygiai
u2<33) = (Uz + uj + Uk)/3,

ui(S2) = (ui +u;)/2,

u;(S1) = ;.

Monopolis stabilus kai

w;(S3) > max{wu;(Ss), u;(S1)}

Laisva individuali konkurencija stabili kai

u2<Sl) Z max{ui(Sg), uZ(Sg)}



Walras’o uzdavinys

Serverio 7 pelnas

wi =i b Py T — Y Pt i, j =12

JF J7

Cia laukimo kaina
i = nz’/wi7
e
w; = COZ'<]~ — e Cutii—Cij zy),
kur w; serverio ¢ galingumas,
X;; Savi resursal, x;; partnerio j resursai,

c resursy efektyvumas.
Resursy balanso salyga:

Ty + x5 = b, 1=1,2,

(14)

(15)

(18)



kur b; serverio ¢ resursas.



Inspektoriaus uzdavinys

Inspektoriaus pelnas

u(z,7) = 19
i.3) {O, oy (19

Brakonieriaus pelnas

. —pigiq; + (1 —pi)giq;, ifi=]
”U(Z,j) _ { J1) J1) (20)

9i4j, if i # j

kur p; sugavimo tikimybé miske 2, ¢; nuSovimo tikimybe, g; " briedZio” kaina.

ZZEZ yj? (21)
Zx v(%, 7)y;, (22)

Vidutiniai pelnai



x;,y; inspektoriaus ir brakonieriaus
tikimybes eiti | "miska” 1.



Optimali inspekcija

Pelnuy suvienodinimas

Zu(i,j)yg =U, 1 =1,
=1
> ol )l =V, j=1,
1=1

ey

m m
ZCE@' =1, Zy@ =1
i=1 i=1

Jei sprendinys x, y tenkina salygas
T; > 0, Y; > O, 1= 1,...,77?,,
tai jis nurodo optimalia inspekcija.

Jei ne, tai tikrinam pusiausvyros salygas
visuose pelno lenteliu langeliuose tikslu

(23)



surasti pusiausvyros situacija
grynuy strategiju aibéje.



Inspekcijos pavyzdys

Tegu ¢; = g; = 1. Tada i (19) ir (20)

L jeii=]
u(z',ﬁ{pf o

0, jei ne,

’ 1, jel ne.

15 &ia ir (23)

pjyj = U, ] = 1, ey
in +(1—=2pj)z; =V, j=1,...,m



Kai m = 2 i§ (26) (27)

Y1 = 21 = p2/(p1 + p2),
Yo = To = p1/(p1 + p2),



Pavyzdzio sprendinys

uw* =U = pip2/(p1 + p2),
v =V =p1+ps— 2p1p2/(p1 + D2). (30)

Kai p1 = 1/3,ps = 2/3 gaunam
r1* =yi =2/3, x5 = yox = 1/3u* =2/9, v* =5/9 Bendresniu atvéju

v == [ [ oo/ [ o). (31)

ki i ki
(32)

kur [ ;. px tai sandauga visy py iskyrus p;.



Kaunasi du skraidantys objektai.
Ju judesius apraso dif-lygtys

dz(t)/dt = az(t),
dw(T)/dT = bw(T), T =2 — 1,

kuriu sprendiniai
2(t) = ze™, w(T) = wee' .

Pataikymo tikimybe

p(t) =1 —d(t)/D,

kur d(t) atstumas tarp objekty momentu ¢,
D maksimalus atstumas.

(33)
(34)

(35)

(36)



Optimali dvikova

Naudingumo funkcijos

Ulty, ty) = <

\

/

V(ty,ta) = <

\

(p(t) — (1= p(tr)),

—p(t2) + (1 — p(t2)),
0,

p(t2) — (1 — plta)),
—p(t1) + (1 = p(t1)),
0,

if t1 < to,
if 19 < t1,
if £y = 1],

if ty < 1y,
if 11 < 1o,
if to = 1.



Optimalios pradinés salygos

Simetrisku atveju
optimaliis Sovimo momentai kai

p(tl) = p(tg) = 05 (37)

Optimalius pradinius aukscius zy, wy bei kilimo greiéius a, b randam i$ pu-
siausvyros salygu

naudodami misrias strategijas

kurias nustatom tiesiniu programavimu.



Dinamine dvieju severiu konkurencija
Serveriu pelno funkcijos

kur

u;(t) serverio ¢ pelnas momentu ¢,

a(t) = >, ai(t) uzsakymy srautas.

Tegu aptarnavimo kaina y;(t) ir i8laidos x;(t)

dy;(t)/dt = ay;(t), dz;(t)/dt = bw;(t). (40)

Rasti pradines reik¥mes 1;(0), x;(0), bei kitimo grei&ius a, b,
nusakan&ias maksimaly garantuota pelna.



Severis i bankrutuoja momentu t*, jei U;(t*) < —U*.
Tada likes severis gauna monopolinj pelna.



Portfelio uzdavinys

Figura 2: Naudingumo funkcija u(x).
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visas kapitalas 6.0
rizikos zona [0.0, 3.0]
atsargumo zona [3.0,6.0]



Kapitalo 0 < C' < 1 naudinguma u(C')
nustatom pagal loterija

C ~{pA+(1-p)B},

kur

i5log§imo C' naudingumas u(C') = p,

p tikimybé i8losti viska A = 1,

1 — p tikimybe nieko neislosti B = 0.
Zenklas ~ nusako "svyravimo tikimybe" p,
kada asmeniui neaisku kas geriau:

- ar i$saugoti turimc a kapitala C,

- ar dalyvauti loterijoje tikintis islosti A.

(41)



Laukiamas naudingumas

yh = > 0iciw; kapitalas kurj gausim po mety,
u(y") kapitalo ¥* naudingumas,

x; kapitalas jdetas dabar | banka ¢,

c¢; = 1 + oy, a; banko 7 paliukanos,

0; = 1 jei bankas 7 nebankrutuoja,

0; = 0 jei bankas 7 bankrutuoja

p(y") tikimybe, kad gausim kapitala v/,
pavyzdZiui,

p(y') =pi[Lixa(1 = pi),

Cia yl = 171,

p; tikimybe, kad bankas ¢ nesubankrutuos.

(42)



Optimalus draudimas

Laukiamas naudingumas

4

C p(y*) tikimybe, kad po metu turésim turta
= >"" ci(zi), u(y®) turto y* naudingumas.
{zi — a;x;, jeid; =1

(1 - CLZ')CCZ', Jel (2 = O,
kur z; objekto 7 verte ,
a;x; objekto ¢ draudimo mokestis,
x; < z; objekto ¢ draudimas.
0; = 0 jei objektas 7 Zus,



0; = 1 jei neZus,
pi = P{9; = 1} tikimybé, kad objektas i nezus.



Optimalus draudimas - pavyzdys

p(y') =pi Hz’;él(l — pi),
y' = ci(zy) + D20, i), kur
Cl(wl) — 21 — 4127, Cz(xi) = (1 — ai)xi, 1=2,...,Mm.



ARMA modelis

Tai auto-regresijos slenkancio vidurkio
modelis

p q
wy = g a;Wi_; + E bi€r—j + €.
i=1 i=1

Pavyzdziui ,

w;y akciju kursas rytoj

wy_1 akciju kursas Siandien,
¢; atsitiktiné paklaida rytoj,
a;, b; jtakos koeficientai,

(44)



juos nustatom minimizuodami

(45)

., ptq.



Akciju birzos loSimas

Vienas akciné bendrove, du klientai ¢ = 1, 2,
Momentu ¢ klientas ¢ perka viena akcija, jei

2(t) < M),

]

kur
z(t) akciju kursas laiku t,

ZMn(t) pirkimo "slenkstis” .

Momentu ¢ klientas 7 parduoda akcija, jei

2(t) > 2" (t),

2

kur

max

mar(t) pardavimo slenkstis.

Z

(46)

(47)



Birzos modelis

Akciju kursas momentu ¢ + 1 nusakomas pagal
auksciausisia pirkimo kaina momentu ¢
bei Zemiausia pardavimo kaina momentu ¢:

2+ 1) =< 2™t +e(t+1), z(t
2 +e(t+ 1), =z

\

() et + 1),  2mn(t) <



Laukiamas akcijos pelnas

Laukiamas santykinis akcijos pirkimo pelnas:

Ai(t+1) =

(Bt + 1)+ 6t +1) — alt + 1)) 2(t).

zi(t+1) — 2(t)

(t+1) = ,
kur z;(t + 1) akciju kursas
kurio tikisi klientas ¢ laiku ¢ + 1
d(t+1)
dt+1)=
==

kur d(t 4 1) akcijos dividendai

at+1)=alt+1)/2(t),

(50)

(51)

(52)

(53)



kur a(t + 1) terminuoto indélio palukanos laiku t + 1.



Pirkimo-pardavimo slenkstis

Pirkimo slenkstis

me(t) = kbuy Ai(t), kbuy > 1.

]

Pardavimo slenkstis

Zmax(t) - ksell Az@)a ksell < 1.

Akciju skaiius pas klienta ¢ laiku ¢
( .
Ni(t), if 2" (1) < 2(t) < 2"(1),

Ni(t+1)= ¢ N;(t)+ 1, if z(t) < 2""(¢),
Ni(t) — 1, if z(t) > z"*(t)

\

(54)

(55)



Klientu prognozes

Laukiamas kliento ¢ pelnas laike 7)) <t < T

ul(T, To) =
Ni(T)zr — N(To)zg, — Y _(Ni(t+1) — Ni(t)) 2(t).

Pelnas u; priklauso nuo prognozés (3;(t + 1) ir nuo atsitiktiniy poveikiu €(%).
Jei klientas i naudoja AR modelj, kur a* = (a¥,i =1,....p;), tai

i
G(t+1) =) a zp+et+1). (56)
k=1

Modelis skirtas akciju birZai modeliuot
bet ne akciju kursui prognozuoti.



AR parametrai

Klientai savo AR modliu paramerus nustato tradiciniu maZiausiy kvadraty

mrtodu

t
a" = arg minz € (s),
ak

s=t

(57)

(58)



Birzos Nash’o modelis

leSkom tokiy (p1, p2) kuriu keisti neapsimoka.
Naudojam misrias strategijas

P?;
Tp, ©=1,2, pi=1,..,F, g Ty, = 1,
pi=1

0 <z, <L

kur =, tai tikymybé, kad "atsiminsim” p; "dieny”.
" Apgavinis” vektorius:

1 K 0
x,, = argmaxuy (To, T, zp,, T,,),
./,Upl
1 _ K 0
x,, = argmaxuy (To, T, x, , Tp,)
l‘p2

kur xgi, 1 = 1, 2 sutartinis vektorius.

(59)



Nash’o pusiausvyra birzoje

Nash'o pusiausvyra:

P
o iy e} ah) — Gy )|

Tp1Tpys

Minimizuojam stochastiniais globaliais metodais.
Jei minimumas didelis,

tikrinam pusiausvyros egzistavimo salygas
tirdami pelno funkciju iskiluma.

Galutinis tikslas

-nustatyti optimalia AR modelio "atmintj".

Be to, jdomu palyginti ARMA prognozes
naudojant birZos modelj bei realius duomenis.

(62)



Zi = Zp(i) Spli): (63)

Z;i = (%, j =1, ...,m) prognozuojamas valandinis grafikas dienai 7,
zi; vidutineé reikSme dienos 7 valanda 7,

Zp
p(i) nurodo ta diena kuri buvo panasi j diena 7.

() vidutiné reik¥me diena p(i),

Panasus buna sekmadieniai, $estadieniai,
darbo dienos ir pan.

Todel, kito sekmadienio grafikas bus tas pats,
tik mastelis bus kitas. Mastelis

Sp(z-) = . (64)

Cia z;_1 Sios dienos vidurkis,

z

»(i—1) Panasios dienos vidurkis, kur p(i — 1) < p(i).



" Call Center’ modelis

UZsakymu generavimas

F,(t) = P{r <t}

tikimybe, kad laikas iki kito uZsakymo 7
bus maZesnis uz? t,

a vidutinis uZsakymu skaiius per valanda.
Puasono sraute

F,(t) =1—et/a,
= —aln(1 = ¢&).

T

kur & tolygiai pasiskirstes intervale [0,1].
Kai aptarnavimo laikas eksponentinis
Fo(t) =1—e Y,
T = —zxln(l = &),



kur x serverio galingumas (uZs./val.)



Serveriu skaiciaus optimizavimas

Puasono atveju vidutinis laukimo laikas

x vieno serverio galingumas,
m serveriy skaicius.
Bendros aptarnavimo i$laidos

cla,m) = cpym + cy(a)y

¢, i18laidos vieno serverio iSlaikymui,

Optimalus serveriy skaicius

m(a) = min ca, m).

Optimizuojant m svarbu prognozuoti a.

(69)

(70)

(71)



Siuvyklos (” flow-shop”) uzdavinys

Cia maginy eilés tvarka nusako technologija,
pavyzdZiui: Zirkles, adata, lygintuvas
Operacijy laikai 7;; rodo kiek laiko reikia
atlikti darba ¢z su masina 7,

pavyzdZiui, 7;; sako

kiek laiko kerpam $varka ¢ su Zirklémis j
Optimizuojam darby trukme (" make-span”)
Jei darbu nedaug, galim perZiureéti visas
darbu sekas, pavyzdZiui, 2,1,4,6,5,3,7

Jei daug, naudojam heuristinius metodus, t.y.
taikom ekspertines iSrinkimo taisykles,

bei optimizuojam ju tikimybes,



efektyvumui padidinti.



Mokyklos tvarkarasScio optimizavimas

Cia darbai tai mokiniy klases,

masinos tai disciplinos,

masinu eilés tvarka laisva,

resursai tai mokytojai ir specialus kabinetai,
tikslas minimizuoti mokytoju "langus”,
mokiniu langai neleistini.

Pradinis tvarkarastis gerinamas
heuristiniais metodais:

jei atsitiktinis skaitius £ < x, &£ € [0, 1]
tai eilinio mokytojo langas keiciamas

i " patogia” pamoka

prieSingu atveju, mokytojas praleidZiamas,
Patogi yra pirma arba paskutineé pamoka.
Praleidimo tikimybé 1 — x optimizuojama



efektyvumui padidinti.



Nuoseklus sprendimai

"Vienkartines” nuotakos uzdavinys
Cia nuotaka teka tik viena syki.

Galimuy jaunikiu skai€ius V.

Jaunikio gerumas w.

Gerumu pasiskirstymas Gauso

L 12500y

plw) = ¢
V2o

kur ag vidutinis gerumas,

03 gerumo iésibarstymas.

Nuotakos jspudis s apie jaunikio geruma

taip pat Gauso

1
p(slw) = m

o1/

0

S—w
g

)

)2

(72)

(73)



kur o nuotakos stebéjimo paklaida.



Gerumo ivertinimas kai ispudis s

Jaunikiy geruma w kai jspudis s nusako Bayes'o formule

p(s|lw)p(w)
p(wls) = 7= - (74)
J s Ps|w)p(w)dw
Laukiamas jaunkio naudingumas kai jspudis s

0.9

u(s):/_ wp(w|s)dw, (75)

o0

kur p(w) tikmybinis tankis.
Kai gerumai bei jspudZiai diskretds,

u(s;) = Z%P(wi\sj), (76)



kur
P(wj|s;) tikimybé, kad gerumas w = wj,
kai jaunikis daro jspudj s = s;.



Nuotakos sprendimo funkcija

Laukiamas naudingumas kai persasi
paskutinis N-tasis jaunikis

nes tekéti bitina pagal uzdavinio salygas.
Optimalus sprendimas dy_1(s), kai persasi
(N — 1)-as jaunikis, randamas pagal formules:

un-1(s) = max(du(s) + (1 — djun),

dy_1(s) = arg mc?x(du(s) + (1 — d)uy).

Analogiskai randam optimaly sprendima
kai perasi (/N — n)-tas jaunikis.
Taip gaunam nuotakos sprendimo funkcija

(77)



kuri nurodo kritinio jspudZio s priklausomybe
nuo jaunikio eilés numerio n.



" Daugkartineé” nuotaka

Nuotaka gali tekéti ir skirtis NV kartu.

Jaunikio geruma Zymeésim w.

Skaitysim, kad nuotaka " aiskairege”, w = s.

Turimo vyro geruma Zymeésim q.

Atsisakymo teketi kaina Zymésim ¢ =7 — [,

7 laukimo nuostoliai,

[ skirybu kaina. Tada laukiamas naudingumas kai per3asi
paskutinis N-tasis jaunikis

uy(w, q) = mgx(dw + (1 —d)(gn — cn)).

(80)



Priklausomybes

Optimalus sprendimas
priklauso nuo dvieju kintamujuy,
vyro gerumo qy ir jaunikio gerumo wy:

. )1 ifwn>gn—cn,
: 0, ifwy <gv-—cn



Maksimalus laukiamas naudingumas

Persasi (N — i)-as jaunikis
Maksimalus naudingumas priklauso nuo
dvieju parametry, q ir w.

uy-—i(w, q) =
max(dw + (1 — d)(un—i+1(gn-i+1) = en—i)).
Cia un_i+1(¢) yra laukiamas naudingumas
(N — i+ 1)-mais metais,
kai turimo vyro gerumas yra q.
un-iv1(q) =
/ uN-—i+1(w, @)pn—iv1(w)dw. (82)
—o0



Sprendimo funkcija

Kai persasi (N — i)-as jaunikis
pN_i+1(w) tai gerumo tikimybiuy
pasiskirstymas (/N — @ + 1)-mais metais.

WN—i, 1fqn—it1 < qy_;
gN—i+1 = : .
qy—i, fqn_iv1 = qy_;
qn_,; gaunam i$ lygties
WN—i = UN—@'+1(Q?<\7—¢) — CN—i-

Optimalus sprendinys (/N — )-ais metais

L, ifwn_; > UN—HI(QN — 1+ 1) — CN—,

* —_—
N—i = :
{0, if wy—i < un—it1(gn—i+1) — -

(83)



Cia sprendimo funkcijos d_,; priklauso nuo dviejy kintamujy w, g.
Tai sunkina skai¢iavimus ir grafinj atvaizdavima



Dietos uzdavinys

m

mMin, Z(cz — Si)fljz’ + g(z a;1 — bl);
i=1

1=1

su salyga, kad

m
Zaijazi 2 bj, j = 1, e n
1=1

;> 0,1=1,....m

PavyzdZziui,

c1 kilogramo duonos kaina,

a1 kaloriju kiekis kilograme duonos,
by reikalingas kaloriju kiekis.

s; skonio 'kaina’, g groZio 'kaina’

(84)

(85)

(86)



Naudojami simplekso arba
vidinio tasko metodai.



Simplekso algoritmas

Pavyzdys:
mingz (87)
z =1 — T3 (88)
2131+.’)32—|—SL’3:1,:EZ’ZO (89)

Cia x5 bazinis kintamasis,
x1, x3 laisvi kintamieji. x1 = 1 yra bazinis sprendinys gautas kai
laisvi kintamieji z; = 3 = 0, tada 2z = 0.

Si sprendinj galima pagerinti didinant x5, nes ¢5 = —1 < 0.
Kitas bazinis sprendinys
x3 =121 =29 =0, kur z = —1, bus optimalus,

nes abieju laisvy kintamuju ¢; neneigiami: ¢; = 1, ¢y = 0,
todel didinant x1, 9 nesumaZinsi z.



Vagies uzdavinys

Sveikaskaitinis programavimas (ILP)

m
max E C; L,
x .
1=1

su salyga, kad

m
1=1

T, = {O, 1}

c; daikto ¢ kaina, g; daikto 7 svoris,
g leistinas svoris.

x; = 1 daikta 7 imti, z; = 0, neimti
Kai m nedidelis,

naudojami Sakuy ir riby metodai.

(90)

(91)

(92)



Kai m didelis,

naudojami heuristiniai metodai.



Saku ir ribu metodas
Pavyzdys- vagies uZdavinys:
max Z CiT; (93)
i=1

> giwi < g, zi={0,1}. (94)
1=1



Ribos gaunamos i$ pagalbiniy LP uZzdaviniy:

m
C = ¢; + max E C;T;
X

1=2

g1+ Z 9iTi < g
i=1

m
Cp = max g C;T;
xr
i=2

Zngﬁi <g
i=2

(95)

(96)

(97)

(98)



Saku kirtimas

"Kertam” Saka 0 (neimti 1-jo daikto) ,
jei Cy < c.
"Nekertam”,
jei Co > c.



Nepalankiausias atvejas

Nepalankiusiu atveju, kai
c==c¢ g =g, 1=1...m
nenukirsim nei vienos $akos

ir todel, teks sulyginti visas

N =2"

kombinacijy.

Atveju, kai

hi = C@/gz = h, 1= 1,...,m
galim nukirsti viena-kita $aka,
taiau vis vien teks sulyginti beveik visas
N =2"

kombinacijas.

Palankiu atvéju, kai h; skiriasi,
nukirsim daug Saku.



Heuristiniai metodai

maxz i, (99)
i=1
Zgixi <g, z; ={0,1}. (100)
i=1
Cia heuristika
"Gryna" heuristika kai imam daikta
i = argmax h;. (102)

Cia N < m? tadiau galim "jstrigti”. Todel naudojam " mi¥rias’ heuristikas.



Misrios heuristikos

Pavyzdys- tas pats vagies uzdavinys:
"Misri” heuristika kai imam daikta ¢
su tikimybe 7;.

Tradicinis buidas

r; :hl/zhj
J

Bayes'o heuristinio algoritmo iliustracija:

7’?: 1/m,

rl=hi/ Y hj,
J

ri° =1, jei hy = maxh;.
J

(103)

(104)
(105)

(106)



[ AV ]

Heuristiku " misinio” optimizavimas

Triju heuristiky " misinj”

parenkam pagal " loterija”

xr = (19, T1,T2),

kur

x( tikimybé naudoti algoritma (104),

x1 tikimybé naudoti algoritma (105),

xo tikimybé naudoti algoritma (106).

Loterija x optimizuojam Bayes'o metodu

taip, kad atlikus K iteraciju

gauti geriausia rezultata.

Todel tai vadinam Bayes'o heuristiniu metodu.
Kitas Sio metodo pavyzdys

tai mokyklos tvarkarastis, kur x tikimybe, kad eilinio mokytojo "langai” bus
naikinami Sioje iteracijoje.



Trelias pavyzdys- siuvyklos uzdavinys
¢ia h; tai darbo ¢ vykdymo laikas.



Algoritmas polinominis, kai skai¢iavimo laikas

T = Cm™, K sveikas skaitius, m uZdavionio sudétingumas.

Diskrediu atveju, m kintamuju skaicius.

Tolydiniu atveju, m garantuotas tikslumas, kai maksimali paklaida e < 27™.
Algoritmas eksponentinis, kai skai¢iavimo laikas

T > C2m.

"Ribiniu” atveju tai N P-pilna klaseé.

Si klasé pasizymi tuo, kad néra jrodyta ar &a batinai reikia eksponentinio
algoritmo,

ar uzZtenka ir polinominio.

Polinominio algoritmo N P-pilnai klasei

dar niekas nesugalvojo, nejrodyta, kad jo néra.



Sudetingumo pavyzdziai

UZdaviniy sudétingumo pavyzdZiai:

Tiesinio programavimo- polinominiai.

Vagies ir siuvyklos - N P-pilni.

Daugelio kintamuju globalinio optimizavimo bendru atveju - eksponentiniai.
Cia skaiiavimo laikas

T >C2m,

kur m tikslumas, n kintamuju skaicius.



Lokalus optimizavimas

Nusileidimo metodai
Tikslo funkcija f(x), * = (z;, i=1,...,m),
" =" — s,
Zingsnio ilgis
a, = argming f(z" — apsy,).

Cia S, Zingsnio kryptis, n Zingsnio numeris.
Metodas gradientinis, kai

sn = grad f(z"),

kur gradientas

grad f(z") = (

(107)

(108)

(109)

(110)



Newton’o metodas

Metodas Newton'o, kai
s, = H tgrad f(z"), (111)

kur Hessian'as

OF@) 1, ...om). (112)

Hn: y by
(&vz 8a:j ‘



Kvazi-Newton’'o metodas

Metodas kvazi-Newton'o, kai

kur

Gn+1:Gn—( V) (Gn)” O Oy

Cia 1" transponavimo Zenklas,

Yo = grad f(x,) — grad f(z,1),

n n—1
O, =" — 2" ",

Gy = 1.

YV G 0F T’

(113)

(114)

(115)
(116)
(117)



Lokalus konvergavimas

Gradientinis konverguoja, kai f(x) diferencijuojama ir iskila
|z" — z*|| — 0. (118)

Newton'o ir Kvazi-Newton'o konverguoja greitai, kai f(x) du kartus difer-
encijuojama ir iskila.

— 0, (119)

kur * optimumas.

Newton'o metodo trukumas-

reikia surasti atvitktinj Hessiana H'. Todél, Newton'o metodas nedirba
kai det H,, = 0.

Sio trukumo neturi kvazi-Newton'o metodas.



Optimizavimas su ribojimais

max fo(x),
fj(x) S Cj, ]: 17”'7”’

Baudy metodas

max {fo(x) — 3bi(fi(x) — ¢}

J

kur baudos

b b, _jel fJ(J?) > 0,
’ 0, jei fi(z) <0
Trukumas-neaiskus baudos b dydis:

kai b mazas- bus paZeisti ribojimai,

kai b didelis- gali buti perpildymu.

(120)
(121)

(122)

(123)



Lagranzo daugikliai

UZdavinys (120)(121) kei¢iamas uzdaviniu

A>0

Ekonominé interpretacija:

f(z) pelnas,

x technologija,

C; resursas j,

Aj resurso j kaina,

salyga miny~ reiskia, kad resurso c; savininkas
nustato kainas \; tokias

kurios maksimizuoja jo pelna,

salyga max, reiskia, kad jmonés f(x) savininkas
renkasi tokia technologija x

kuri maksimizuoja jo pelna, esant kainoms .

min max {folz Z A (fi(z) —¢))}

(124)



Globalus optimizavimas

Tolygus tinklelis

r, = maxmin ||z — 2'[|. (125)

Tinklelis z(n) = (2%, i = 1,...,n) tuo geresnis, kuo didZiausia "skylé" r,
maZzesne

R, = argmin r,. (126)

z(n)
Toks tinklelis minimizuoja maksimalia paklaida optimizuojant LifSico funkci-
jas
1f(*) — f(=))]]
[|2* = |

kur L LifSico konstante, ¢ < LR,,.
Kai z turi daug komponendiu, naudojam aproksimacijas:

< L < o0, (127)



arba geresne " Lptau”, arba primityvia " Monte Carlo”, kai 2* tikimybés vien-
odos.



Tolygus tinkleliai minimizavo
maksimalia paklaida,

todel reikalavo

T =CC2m

laiko,

kur n kintamuju skaicius,

m nurodo maksimalia paklaida:

e <27,

Tai labai brangu, kai m arba n dideli.
Tada naudojam Bayes'o metodus
kurie minimizuoja vidutine paklaida,
duotam iteraciju skaidiui.

Tam reikia parinkti statistinj funkcijos f(x) model;.
Kai n = 1 patogus Wiener'io modelis.



Figura2: Wiener’io modelis




Wiener’io modelio optimizavimas

Salyginis vidurkis m,,(z),
Salyginé dispersija d,,(x),
Rizikos funkcija R(z),

Bayes'o metodas:

" = argmin R(z). (128)



Rizikos funkcija

Wiener'io modelio rizikos funkcija

1 oo _
N CoXE] / i (e,

)4

Cia

Yz = f(ZU), .

¢, = min; f(z') — €, € > 0.
Matom, kad

R(z) = c,, jei © = o

nes

dn(z') = 0.



Koordinatinis optimizavimas

Taikant Wiener'io modelj kai m > 1, patogus koordinatinis otimizavimas

z!' = argmin f(z)
T
2 = argmin f(z")
9
™ = argmin (2™ )
0

Trukumas: rezultatas priklauso nuo .

Privalumas: patogi vizualizacija, nes projekcijos vaizdZios.

Metodas konverguoja, jei

f(x) = Z fi(z:).

(129)
(130)

(131)

(132)



Daugiamatis Bayes’o metodas

" = arg min R(x)
N I L it 7 :
(o) = o, — min 7~ : L
Cp = miin f(z') —e.
Kai n didelis
& /d, = (12 f 62
Cia

d* stebejimuy tankis,

f* funkcijos f(z) vidurkis

(abu globalaus optimumo x* aplinkoje)

d 4 vidutinis stebéjimu tankis,

fa funkcijos f(x) vidurkis (abu visoje srityje A).

(133)

(134)
(135)



Vektorinis optimizavimas

Maksimizuojam vektorine tikslo funkcija

flz)=(fi(x), i=1,....,m).

Pareto optimumas tai aibe X*.
x* € X¥, jei neatsiras tokio x, kad

filz) > fi(z"), Vi
f](x) > fj(x*)a El]

(136)

(137)
(138)



Vektorinio optimizavimo metodai

Pilnas perrinkimas Tinka kai = reikSmiu skai¢ius nedidelis Skaliarizacija

x(c) = arg mxaxz ¢ fi(x) (139)
Z ci > 0 (140)
Cia z(c) € X*
Ribojimai
x(b) = arg max fi(z) (141)

Cia z(b) € X*, jei z(b) vienintélis.



Simulated Annealing (SA)

SA yra labai paplites
globalinio optimizavimo metodas. Zymésim

hj = f(2’) = fl2'7),

jei hj > 0, tai parenkamas
jei hj < 0, tai 2/ parenkamas su tikimybe

B
J
ex/ln(lJrN)’ |f h] < O,

1, otherwise

ry =

SA mégstamas dél jo paprasumo

ir dél gero teorinio pagrindimo

SA praktini efektyvuma galima padidinti,
optimizuojant x, pavyzdZiui, Bayes'o metodu

(143)

(144)



Reikia minimizuoti atliekas
iSpjaunant ¢ = 1, ..., m lenty,
turint y = 1, ..., n rastuy.

Visu ju dydZiai Zinomi.

Zymésim hi; prioriteto taisykle
sitlan&ia pjauti lenta 7 is rasto j.

Pagrindinis sunkumas

tai sugalvoti gera heuristika h;;.

Toliau kaip vagies uzdaviny (93)-(100).
Pagrindiniai skirtumai:

- ten heuristikos h; daiktams, kuriu

verte maksimizuojam, laikantis svorio ribojimo,
- Cia heuristikos h;; poroms lenta-rastas,
minimizuojam atliekas laikantis ribojimo,



kad lentos tilptu rastuose.



Lentpjuves uzdavinio formulavimas

min v(y), ¥ = (Yije), (145)
r=1,...m, j=1,...n, k=1,... K,
ailije < dijp-

v(y) yra atliekos, jos nustatomos kaip
skerspjuviu skirtumas tarp iSpjautyu lentu
ir panaudotu rastuy.
a; yra lentos 7 storis.
d;ji; yra rasto j storis ten kur lenta %
padéta vietoje k,
Ziur. figura " [$tisinis sastatas” .

1, jeiie (g,k),
Yijk = { - ) (146)
0, jJel ne



kur ¢ yra lentos numeris. j yra rasto numeris. k nurodo ¢ lentos vieta raste
j. i € (j, k) reidkia, kad lenta i yra raste j vietoje k.



Figura 3: IStisinis sastatas




bl S

¢ - Bhsinis
segmentinis




Traukiniy formavimas

Minimizuoti traukiniu skai&iy n = n(y),
tikslu iSveZti m vagonu i$ prekiu stoties.

min n(y),
y

Z ayi; < Aj,

1=1

Z biyi; < Bj.
1

1=

1, jeii ey,
Yij = ..
0, jel ne.

Aj yra leistinas traukinio j svoris.

@; yra vagono % svoris.

(147)

(148)

(149)

(150)



b; yra vagono 1 ilgis.
Bj yra leistinas traukinio j ilgis.
1 € 7 reiskia, kad vagonas 7 yra traukiny j.



LoSimu teorija ir pavyzdziai

Tai tesinys optimizavimo metodu kurso.
Optimizavimo kurse loSimuy teorijos
uZdavinius nagrinéjom be teoriniy
pagrindu, tik kaip optimizavimo
taikymo pavyzdZius.

LoSimu teorijos kurse bus teorija
Siems uzdaviniams pagristi.

Be to bus nauju loSimu bei rinkos
teorijos uZdaviniy.

Namu darbai bus arba tobulinimas
optimizavimo pavyzdZiy,
arba sprendimas naujy uZdaviniu.



Paprasciausias loSimas

Tai du lo$éjai, du €jimai.
Pirmojo islosimas

o 1 -1
uid)=| 1 (151)
kur ¢ = 1,2 yra 1-jo €jimas,
7 =1,2 yra 2-jo €jimas.
Antrojo i$loSimas priesingas
- —1 1
v i) =, (152)

Tai antagonistinis loSimas:
ka vienas isloSia, kitas pralosia.
LoSimui aprasyti uZtenka



vienos matricos u(i, j).
Todél tai matricinis loSimas.



Grynos ir misrios strategijos

Gryna strategija, kai ¢jimai daromi
nenaudojant randomizacijos (lietuviskai "burty").

Misri strategija, kai ¢jimai daromi burtu keliu,

pagal loSeju nustatytas tikimybes.
Cia svarbu vidutinis i$lodimas

U(f’% y) = T1Y1 — T1Y2 — T2Y1 + T2Y2
V(z,y) = —z191 + 21Y2 + T2y1 — T2l

kur

0<z; <1, 1 =1,2 tai tikimybes, kad 1-sis
loséjas darys éjima 1,

analogiskai y;

(153)



Ulx,y) = 4x1yy — 221 — 2y1 + 1
Viz,y) = —dxiy; + 221 + 2y; — 1

(154)



Pusiausvyros strategijos

Tai tokios strategijos,
kuriu neapsimoka keisti.
Grynu strategiju aibéje to néra.
Vieninele pusiausvyros strategija misri
r; =1vy; = 0.5
Ulry =1/2,y1 =1/2) =0,
V(ey=1/2,y1 =1/2) =0
ry=1—-21,2=1-1u
nes Cia
Ulxy=1/2+¢€y1 =1/2) <0,
Ve, =1/2,;1 =1/2+¢€) <0,

jei € # 0.

(155)

(156)

(157)



Bimatricinis loSimas

Cia u(i, j) # —v(i, ), pavyzdZiui

ui)=| 1, (158)
v(i, j) = ‘ _11 é (159)



Bimatricinio loSimo strategijos
Vidutinis i$loSimas

U(z,y) = z1y1 — T1y2 — T2y1 + Tayo,
Viz,y) = =191 + 2192 + T2y,

arba

Ulx,y) =4x1yy — 221 — 241 + 1,
Vi(x,y) = =3z1y1 + 21 + y1.

(160)

(161)



Pusiausvyros strategijos

Pusiausvyros strategijos

y1=ya = 1/2,

r1=1/3,29 =2/3,
w=U(x;=1/3,y1 =1/2) =0,
v =V(r;=1/3,y1 =1/2) =1/3,

nes

U, =1/3+¢€,y1=1/2) <0,
Viey=1/3,y1=1/2+¢€) <0,

jei € £ 0.



Nejautrus apgavystei algoritmas

Zymesim

U(L,y) = y1 — o,
U2,y) = —y1 + 42
V(z,1) = —x1 + 2o,

Vx,2) = x,

kur U(1,y) tai vidutinis 1-jo i§loSimas
naudojant éjima i=1, kai 2-sis eina
pagal tikimybes ¥, kitoms eilutéems panasiai.



Strategijos x, y nejautrios apgavystei, jei

U<17y) =
U2,y
V(CL’, ):
V(x,2) =

(172)

N———

= < 8 S

(173)



Sprendimo budai

SprendZinat (23) galim naudoti
standartinius tiesiniy lyg¢iu sprendimo algoritmus.

Tadiau, kadangi &ia yra nelygybiu

0<x; <1,0<y; <1,x1+x9=1,y1 +y2 = 1, tai patogu naudoti tiesinj
programavima,

smulkiau aprasyta inspektoriaus uzdavinyje.



Grynu strategiju pusiausvyra

Jei V(x,1) < V(z,2), nepriklausomai nuo tikimybiy x, tai 2-sis naudos
gryna strategija j = 2, pavyzdZiui

) (174)
v(i,j) = _11 ; (175)

Pusiausvyra bus kai i = 2, j = 2, tada i8logimai u(2,2) = 1,v(2,2) = 2.
Tiesinio programavimo uzdavinys (23) Siuo atvéju sprendinio neturi. Todél,
algoritma (23) reikia papildyti grynu startegiju perrinkimo bei kvadratinio
eliminavimo algoritmais.



Jei loSimas neantagonistinis v(i, ) # —u(i, 7), tai galimas sandéris.
PavyzdZiui, inspektorius ir brakonierius gali susitarti pasidalinti bried;.
Tadiau, neaisku kaip pasidalinti. Atsakyma duoda Nash'o sandéris.
Sanderis priklauso nuo leistiny dalybu aibés D,

bei nuo to ka losejai gautuy, jei nesusitarty

u* = max, min,U(x,y),

v* = max, min,V(x,y). (176)
u* 1-jo loséjo maksimalus garantuotas i$losimas, o v* - 2-jo. Sudarius
sandérj (u,v), l-sis gauna u, 2-sis v. Sandéris (u,v) vienareik¥mis, jei
tenkinamos kelios gana priimtinos salygos.



Nash’o aksiomos

L. (u,v) > (u*,v"),
2. (u,v) € D,

3. jei (u,v) € Dir (u,v) > (u,v),
tai (u,v) = (u,v),
4. jei (u,v) € T C Dir (u,v) = ¢(D,u*,v*), tai (u,v) = ¢(T, u*,v*),

5. tegu aibe D' gaunam i§ D taip
u' = aju+by, v = av+by, tada, i§ ¢(D, u*,v*) = (u,v) seks, kad
qb(D’, a1 + bl, asv + b2> = (alu + b, asv + bg),

6. jei (u,v) € D < (v,u) € D, u* =v*ir ¢(D,u*,v*) = (u,v), tai
u="n.



Sandeério funkcija

Galiojant Nash'o aksiomoms
egzistuos vienintelé sandério funkcija

o(D,u*,v*) = (u,v)
Jei atsiras tokia pora (u,v) € D, kad u > u*, v > v*, tai sandéris
(@,v) = arg max, ,(uv — u*)(v —v"), (177)
kur
(w,v) € D, u>u", v>v" (178)
Parastai bendras iloSimas yra ribotas, tada

D ={(u,v) :u+v <c}. (179)



Cia sanderis

*

(c+u"—v")/2, (c+v"—u

)/2) (180)



Sandeério pavyzdys 1

Tai bimatricinis logimas ( 158)(159),
kur (u*,v*) = (0,1/3).

Cia bendras iglogimas u + v neribotas,
todel, i (177),(164),(165),

sandeéris (u,v) = (1,1).

Kai bendras i$logimas ribotas, u +v < ¢ = 1,
sandeéris bus kitas.
15 (180) sandeéris (u,v) = (1/3,2/3).

Kai bendras i8lodimas dar maZesnis, ¢ = 1/3,
tai sanderyje (u,v) = (0,1/3)

1-sis nieko negaus, todél jame nedalyvaus,
nes loddamas gaus nemaziau,

kadangi u* = u.



Sandério pavyzdys 2, inspektorius

Inspektoriaus sanderis su brakonierium.
LoZima apraso ( 158)( 159).

Cia bendras iglogimas ¢ = 1.
garantuoti i$loSimai

uw*=2/9, v*=5/9.

15 (180), sandéris

(w,v) = (1/3,2/3).

Sis sandéris jvyks, nes

(1/3,2/3) > (2/9,5/9)

Sandeério nebus, jei laukiama bauda
inspektoriui uz sanderi

B>u—u"=1/9.

Cia B = Py b, kur py tai baudos b tikimybe.



Kai bauda b =1 lygi briedZio kainai,
baudos tikimybé p, > 1/9.



Sanderio pavyzdys 3, streikas

Imonés Zeimininky strategija = € [0, al,
tai moketi atlyginima x, kur a jmonés pajamos.
Darbininky strategijos

0, streikuoti (181)
YY1 dirbti

Seimininky i8loSimas

u(z,y) = {a —n ey =i (182)

—x, Jel ne.



Darbininku iSloSimas

Darbininku i$lo3imas

(2.7) x, Jelx >0
v(r,y) =
Y —b, jeix=0.

Cia garantuoti iglogimai u* = 0, v* = —b,
kur b darbininky nuostoliai nieko neuZdirbant,
Cia bendras i€losimas ¢ = a.

Tegu b < a, tada i¥ (180) sandéris

(w,7) = ((a+0)/2, (a—b)/2).

(183)

(184)



Yra m lo%¢ju. Jie naudoja strategijas y;, 7 = 1,...,m. Lo%¢jo 7 vidutinis
iSloSimas
U; = ui(yj, j = 1, ...,m), 1= 1, R
priklauso ir nuo to ka daro kiti.
Pradine srategija Zymésim y" = (y?, j =1,...,m). Vadinsim ja sutartine.
Skaitysim, kad individualus lo%éjai pakeis savo sutartines strategijas, jei tai
padidins ju isloSima. Taip gausim "apgavystés' strategijas

y; = arg mazy wi(yy, .., Yjs oo Y (185)

17=1..m
Nash'o pusiausvyra tai tokia strategija, kurios neapsimokes keisti nei vienam
lodéjui. Taip bus jei
yi =y, j=1,..m (186)

Keliu loséju kooperavima aptarsim kalbédami apie koalicijas.



Pusiausvyra nevisada egzistuoja.

Pusiausvyra egzistuos, jei islosimo funkcijos U(z,y), V (z,y) ir strategiju
aibes x € X,y € Y bus i3kilos.

Funkcija f(x) bus i%kila, jei tiesés jungiantios poras f(z!), f(z?) € X bus
zemiau f(x),r € X.

Aibé X bus iskila, jei tieses jungiancios tasku poras x
X.

Funkcijos iskiluma iliustruoja Figura 1 " Globalus ir lokalus minimumai”

L 22 priklausys aibei

(minimizuojant funkcijos iSkilumas daZnai suprantamas " atvirk¢iai").
Paprasto lo$imo pvyzdy grynu strategiju aibe neiskila, todél ir pusiausvyros
nera. Misriy strategiju aibé iskila, tai uZtikrina pusiausvyros egzistavima.
lliustracijos Walras'o uZdaviny.



Susitraukiantis operatorius

Salygos (185) nusako operatoriy T°

=T (187)

kuris transformuoja vektoriy 2" = (y7, j = 1,...,m) kita vektoriy 2L

Operatorius 1" susitraukiantis kai

1T(z"1) = T(=")]

Hzn—i-l _ Zn”

<p<l (188)

Pusiausvyra stabili jei 1" susitraukiantis, jei ne, tai neaisku.



Figura 5: Nejudantis taskas




Figura 6: Nera nejudancio tasko




Figura 7: Daug nejudanciu tasku

many z*




Figura 8: Stabilus nejudantis taskas

F(z)

stahle 27




Figura 9: Nestabilus nejudantis taskas

Lnstahle 2®




Figura 10: Nejudantis taskas egzistuoja

R




Kai loseju skaitius m > 2,

svarbia role jgyja koalicijos.

Ypad reikSmingas ju stabilumas.
Triju serveriu pavyzdys yra skaidréje
" Stabilios koalicijos”.

Programiskai jis dar nerealizuotas.

Koalicjy stabiluma apsprendZia tai

ar daugiau gausim losdami kartu, ar atskirai.
O tai ka gausim, priklauso

ir nuo bendro koalicijos i$losimo

ir nuo 3io iSlosimo dalybuy.

Garantuota koalicijos i$logima nurodo
charakteringa funkcija.



Teorinis dalyby pagrindas tai dominavimo savoka.



Charakteringa funkcija

S tai visu lo$éju aibé.
s C S tai koalicija.
Maksimalus garantuotas koalicijos s i$loSimas

v(s) = max, min, us(z,y).

Cia 2 = z(s), koalicijos s strategija,
y=1y(S\ s), likusiu logéju koalicijos strategija,
v(s), charakteringa funkcija.

LoSimas v su pastovia suma, jei
v(s) +v(S\ s) =wv(S).
LoSimas esminis, jei

> (i) < v(S),

€S

(189)

(190)

(191)



Kooperatinio loSimo pavyzdys 1
Trys berniukai
Cia trys lo%éjai i = 1,2,3. Indeksai j fymi koalicijas s;, kur s; = {1,2},

s ={1,3}, s3 ={2,3}. Koalicijy s; i8losimai bei ju dalybos loséjams i

(192)

LoSimo charakteringa funkcija

2,  jer—s—=2

ws) = {—2, jei |s| = 1 (193)

Cia |s| koalicijos nariy skai€ius. LoSimas v su pastovia suma, nes

v(s)+v(S\s)=uv(S)=0. (194)



LoSimas esminis, nes

D w(i) = =6 < v(S) =0. (195)

€S



Kooperatinio loSimo pavyzdys 2

UAB

Cia keturi akcininkai i = 1,2, 3,4 ir visos ju koalicijos, po viena, po du, po
tris ir visi keturi kartu. Akciju kiekis g; atitinkamai 10, 20, 30, 40. Koalicija
s; i8lodia, jei G; > 50, kur G; = Ziesj g;. LoSimo charakteringa funkcija

R b 99
LoSimas v su pastovia suma, nes

v(s)+v(S\s)=uv(S)=0. (197)
LoSimas esminis, nes

D v(i)=0<v(S) =1. (198)

€S



Dalybos

z; tai logéjo i dalis dalybose z = (z1, ..., z,,), Dalybos realios jei

> zi=w(9) (199)

zi > v(i) (200)
Dalybos z dominuos dalybas w koalicijoje s
2 =g W,
jel

Z zi < v(s) (201)
Zi > w;, 1E€S (202)

Jei atsiras koalicija s kuriai galios (201)(202), tai rasysim, kad
2w



Loimo v branduoliu C(v)

vadinsime aibe visu nedominuojamuy dalybuy.
Branduolys uZtikrina visu koaliciju stabiluma,
nes niekas nenorés pakeitimu.

Praktiskai tai reiskia

ekonominj ir politinj stabiluma.

Déja, branduolio nebus, C(v) = (),
kai lo§imas esminis su pastovia suma

> o(i) < v(S),
ieS
v(s) +v(S\ s)=wv(S).

Pavyzdziuose 1 ir 2 branduolio nebus.
Nash'o uZdaviny branduolys ¢&ia gali egzistuoti, nes tai nera lodimas su pas-



tovia suma.
Kai bus programa, patikrinsim.



Kai néra branduolio, dalyboms naudoja Shapley vektoriu. Shapley dalybos
bus stabilios, jei visi lo$éjai supras Sias Shapley salygas ir su jomis sutiks.
Tegu

L. Zieg ¢Z[S] - U(S)'
kur ¢;|s] Shapley dalybos,

2. ¢r(i)|mv] = ¢;lv], kur 7 lo$éju perstatymas,

3. ¢ilu + v] = ¢;lu] + ¢i[v], kur w ir v du logimai.

Tada egzistuos vieninelé Shapley dalybu funkcija

silvl = D (Is = DUIS| = [sDY/1S]!
sCS, i€s,
(v(s) —v(s \ {i}), (203)



Matom, kad "nenulinés” yra tik " jdomios”
logejui ¢ koalicijo s, t.y. tos kurios su juo i$loSia,
o be jo ne. Juy aibes Zymésim S;.



Shapley dalybu pavyzdziai

Triju berniuku pavyzdys

S1 = {{s1, 52}, {51, 83}, S2 = {2, 53}, {51, 52}, S3 = {2, 53}, {51, 83} }.

15 (203)(193) Shapley dalybos

oifv] = (2= 1)I(3 = 2)!/3! +
(2-DI3-2)/3'=1/3.

(204)



UAB pavyzdys

UAB pavyzdyje
={1,2,3}, So = {{1,2,3},{2,4},{1,2,4}},
= {{1,2,3},{3,4},{1,3,4}},

= {{2,4},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4} }.
1(203)(196)

¢rlv] = (2= D4 = 1)l/4l =1/12,
Polv] = 2(3 — 1)l(4 = 3)1/41 +
(2 1)I(4 —2)1/4] = 3/12,
gslv] =2(3 — 1)l(4 = 3)1/4l +
(2— 114 — 2)1/41 = 3/12,
Ga[v] = 3(3 = 1)I(4 — 3)!/4! +
2(2 — 114 — 2)1/41 = 5/12.



Dalybu stabilizacija

Stabilios tik branduolio dalybos,

nes kiekvienam aisku, kad ju neapsimoka keisti. Shapley dalybos bus stabil-
l0s

tik su papildoma salyga,

kad visi lo$éjai numato partneriy reakcija

ir jos pasekas.

Butent tai jvertina Shapley aksiomos.

Dalybas galima stabilizuoti baudomis

arba premijomis.



Stabilizacijos pavyzdys 1

Triju berniuku loSime jvesim

"vienybés " pemija: po vieneta kievienam.
Tada, islosimy lenteléje (192) atsiras

ketvirtas stulpelis skirtas koalicijai s, = {1,2,3}

1 1 21
u(i,j)=| 1 =2 1 1]
-2 1 1 1
LoSimo charakteringa funkcija
)
2, jeils|=2

v(s) =14 —2, jeils|=1
3, jei|s|=3

\

(205)

(206)



Branduolys pavyzdyje 1

Triju berniuku loSime jvesim
LoSimas v ne su pastovia suma

v(s)+v(S\s)#v(S) =3, |s| <3.

Cia branduolj C(v) = (1,1,1)
realizuoja koalicija s, = {1,2,3}.

(207)



Stabilizacijos pavyzdys 2

UAB loSime jveskim bauda —1

tai koalicijai, kurios nariai nesilaiko jstatymu
numatyty pelno dalybuy

proporcingai akciju skaiciui.

LoSimo charakteringa funkcija

’

1, jeiG;>50irz €42, 1i¢€s;
v(sj) =10, jei G;>50ir zE€Z, i€ s;
—1, JjeiG; <30irz€Z, i € s

\

Cia Z proporcingos dalybos. Tada baranduolj C(v) = (10, 20, 30, 40)
realizuoja koalicija s = {1,2,3,4}.



AR-ABS modelis

Tai auto-regresijos modelis

p

Wy = Z awi—; + €_; + €, (208)
i=1
kur
w; prognoze rytoj
w;—_1 Si diena,
¢; atsitiktiné paklaida rytoj,
a; itakos koeficientai,
juos nustatom minimizuodami

fla) =) lal. (209)

t=1



AR-ABS modelio sprendimas

Tinka tiesinis programavimas
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